EUCLIDE COSTRUISCE CON RIGA E COMPASSO

L’ICOSAEDRO
(studenti e professori del Liceo Classico Tacito)




Riccardo Crisa
Bianca Diterlizzi
Gtulia Giannini
Sophia Remondina
Luciana Elena Scala
Prof-ssa Gioia Battilomo

Prof-ssa Valentina Raimondl



OBIETTIVO |

glkocdedpov cuotnoacOot Kol Costruire un icosaedro e iscriverlo
cpaipa mepthaBeiv, T kai Td in una sfera, in cui (possano
TPOEPNUEVE YN paTaL, Kol deiga, iscriversi) anche le predette figure,
911 1 10D €iK0COEIPOL TAEVLPQL e dimostrare che il lato

(LA0YOG ECTIV 1) KOAOVHEVT EAATTOV.  de||’icosaedro & irrazionale quello
chiamato minore.

Euclide dichiara da subito lo scopo del suo lavoro cioé come costruire un
icosaedro a partire da un assegnato segmento AB, dimostrare che tale
icosaedro e inscrivibile in una sfera di diametro giusto quel segmento AB
inizialmente assegnato e quindi verificare che il lato DB dell’icosaedro é
“l'irrazionale minore” con questo termine Euclide ha precedentemente

definito un segmento DB costruito a partire da un altro AB in modo che

s AB? . . : -
risulti DB? = —~ Ora illustreremo come Euclide sviluppera il suo

pensiero.

Va inoltre precisato che Euclide nelle pagine precedenti ha gia inscritto
nella sfera assegnata un tetraedro regolare (prop. 13), un ottaedro
regolare (prop. 14) e un cubo (prop. 15) e nelle successive inscrivera un
dodecaedro (prop. 17), completando cosi I’inscrizione di tutte e cinque i
poliedri platonici in una sfera.




‘ExxeicOm 1 g do0eiong cpaipag
olqpetpog 1 AB kai tetpunobm katda 1o I
&Hote tetpanijv ivon v AT 1iig I'B,
Kol yeypdpOm &mi thic AB fuikdxAov 10
AAB, xoi fjxfw and tod I' 11} AB mpog
opBac yoviag eubeia ypopuun 1 T'A, kai
gnelevybm 1 AB, xai €kkeicBm KOKAOG O
EZHOK, o0 1) £k 10D xévtpov ion Eotm
M AB

Sia stato fissato il diametro
delle sfera data AB e sia
secato secondo G cosicché AG
sia il quadruplo di GB e sia
tracciato il semicerchio ADB
suAB esiatiratasudaGla
retta GD perpendicolare a AB
[sia condotta da G a

AB secondo angoli retti una
linea retta GD] e sia congiunta
DB.

Applicando il primo teorema
di Euclide al triangolo dato
possiamo affermare che

DB ? = AB GB ora

GB = 22
5

5 _ AB?
ne seque che DB* = —

ovvero che AB* = 5 DB?
(questa relazione ci servira per
concludere la dimostrazione).
Euclide si é cosi costruito il
segmento AB con cui costruira
I'icosaedro.




Kol £yyeypaebo eig tov EZHOK
KOKAOV TEVTAY®VOV ([GOTAELPOV TE
Kal icoyoviov 10 EZHOK, kol
tetuncbooav at EZ, ZH, HO, OK,
KE meprpépeton diya kot tax A, M,
N, E, O onpuela, kol énelevybocav
al AM, MN, NZ, 20, OA, EO.
lodmlevpov Apa €oTl Kal TO
AMNZEO

nevtaywvov, Kol dekaydvov 11 EO
AUV AR

e sia fissato il cerchio EZE'WK il cui
raggio sia uguale a DB e sia iscritto
nel cerchio EZE'WK il pentagono
equilatero e equiangolo EZE'WK e
siano secati gli archi EZ, ZE’, E'W,
WK, KE a meta nei punti L, M, N, C,
O e siano congiunti [i punti medi
degli archi] LM, MN, NC, CO, OL, EO
Quindi anche il pentagono

LMNCO = e equilatero e la retta

EO e [il lato]del decagono.




Kol aveotatooav ano T@v E, Z, H,
0, K onpeiov 1@ 100 Kdkiov
EMMESW TPOS 0pOag yoviag eVOeTon
ai EIT, ZP, HE, OT, KY {oa odoa
Tf] €K 100 Kévipov o0 EZHOK
KOKAov, kal éneledybmwoav al ITP,
PX, IT, TY, YII, ITIA, AP, PM, MX,
XN, NT, TZ, £Y, YO, OII. kal &ncl
exatépa TV EIL, KY 1@ avtd
EMTEdW TTPOG 0pBAg €Ty,
TapaAAnlog apa €otiv 1) EIT T
KY. €011 8¢ avti] xal lon: al o6& Tag
{cog¢ te Kol TapaArAniovg
emlevyvoovoor ETL T aUTA HEPN
gLOeTon (oot te Kal TopdAnAol
glow. 1 ITY apa 1] EK {on e kal
TOPAAANAOC EGTLV. TTEVTAYDVOL O
toomievpov 1) EK: mevtaydvov apa
toomievpov kal 1 ITY 100 el TOV
EZHOK kdxklov €yypapouévov. did
Ta aVTA O1) Kal ekdot t@v [P, PX,
XT, TY mevtaydvov €otly
loomievpov oD i tov EZHOK
KOKAOV £YYPAPOUEVOV: (GOTAEVPOV
apa 10 ITPXTY meviaymvov.

E siano erette dai punti E, Z, E’, W,
K ad angoli retti con il piano del
cerchio (le perpendicolari al piano
del cerchio) le rette EP, ZR, E’S, WT,
KU che sono uguali al raggio del
cerchio EZE'WK , e siano congiunte
(le rette) PR, RS, ST, TU, UP, PL, LR,
RM, MS, SN, NT, TC, CU, UO, OP. E
poiché l'una e [I'altra delle
(rette) EP, KU & perpendicolare
(lett. ad angoli retti) rispetto al
piano stesso, dunque EP e parallelo
a KU. D’altra parte € anche uguale a
questa. Le rette che congiungono
dalla stessa parte quelle uguali e
parallele sono sia wuguali che
parallele. Quindi PU e uguale e
parallela a EK; ed EK e [lato] di un
pentagono equilatero; e quindi
anche PU e [lato] del pentagono
equilatero inscritto nel cerchio
EZE'WK: dunque il  pentagono
PRSTU e equilatero.




Euclide quindi
osserva che il
pentagono “in
alto” é
esattamente
uguale a quello in
basso perché
ottenuto (diremo
oggi) per
proiezione infatti
alza dai vertici
delle rette
perpendicolari.
Ora considerera il
solido che ha
come base il
pentagono
“ruotato” e
superiormente il
pentagono
“proiettato”




Kal €nel E€aydvou pév €otv 1 I1E,
dekaymvov o€ 1) EO, xai £éotiv OpoT)
1 vno I1IEO, meviaymvov dpo €6Tiv
1N IO: 1) yap 100 mevTaymhvou
TAELPA dVVOTOL THV TE TOD
EEaydvoL Kal TV ToD dEKAYDVOL
TV €lC TOV VTOV KOKAOV
EYYPOPOULEVOV.

owx Ta avTa on kal 1 OY
TEVTAYDOVOL £6TL TAELPA. E0TL O
kal 1 ITY meviayovov: icdmievpov
apa €otl 10 [TIOY tpiywvov.

E poiché PE e [lato] dell’esagono,
EO del decagono e quello sotto
('angolo) PEO é retto, allora PO e
[lato] del pentagono; infatti il lato del
pentagono e il quadrato (lett. puo) sia

[del lato] dell’esagono sia del
decagono inscritti  nello stesso
cerchio.

Per queste ragioni certamente anche
OU é lato del pentagono. E anche
PU e [lato] del pentagono e quindi
anche il triangolo POU e equilatero.

Premettiamo che indicheremo con | il lato dell’esagono iscritto in un cerchio,
cioé il raggio del cerchio stesso, con Iz il lato del pentagono e con l,, il lato
del decagono inscritti nello stesso cerchio e precisiamo che
In questo passo Euclide sta citando un teorema ( prop 10 libro Xlll) che ha
precedente dimostrato il quale afferma, in linguaggio moderno, che i tre lati
le, ls ed 1y, costituiscono una terna pitagorica e con questo osserva che
unendo i vertici del pentagono in alto PRSTU con quelli del pentagono in basso
(quello ruotato LMNCO) , ottiene tutti segmenti ls in quanto tali segmenti
sono le ipotenuse di triangoli con cateti l,, (presi sulla base pentagonale
minore o maggiore) e l I'altezza del poliedro cosi costruito.




Ol TG ot 01 Kol Ekaoctov v ITAP, PMZ,
YNT, TEY icomlevpdv €otiv. Kai Emel
neviaymvov £deiyin éxatépa taywv I1A, T10,
€011 o€ Kal 1 AO mevtaymvov, icdTAgvpov
dpa éoti T0 IIAO tpiymvov. d1d T o Td O
kol Ekaotov TV APM, MXN, NTZ, YO
TPLYOVOV IGOTAELPOV ECTLV.

Per queste stesse ragioni
ognuno dei (triangoli) PLR,
RMS, SNT, TCU e
equilatero. E poiché I'uno
e I'altro delle PL e PO sono
stati dimostrati (essere
lati) di un pentagono e
anche LO e [lato] di un
pentagono, allora il
triangolo PLO e equilatero.
Per le stesse ragioni
ciascuno (dei triangoli)
LPM, MSN, NTC, CUO e
certamente equilatero.

Cosi osserva che i 10

triangoli che diremo

equatoriali sono tutti
equilateri e tutti di lato Ls.




elMebm 10 Kévipov o0 EZH OK
KOKAoL 10 @ onpeiov: Kal &mo ToD
@ 1@ 10D KOKAOL EMIESW TPOG
opbag aveotdtom 11 PQ, Kal
exPepobo €mt T Etepa HEPN WG
1M OY, xal donpnobo e&aydvov
nev 1 X, dekaydvov de ekaTEPOL
v O, XQ, kal énelevybooav al
Q, X, YQ, E®, AD, AY, ¥M.
Kat Enet Exotépa TV OX, I1E 16
700 KUKAOL EMIESW TPOG OpOdg
EGTV, TOPAAANLOG Gpa. EoTiv 1) PX
tfj [1E. elol ¢ kal loat: kat al ED,
[TX &pa (oat 1€ Kol ToapdAiniol
elow. e€aymvov d¢ 11 ED: e€aydvou
apa kol 1 ITX. kal €nel E€aydvou
uév eotv 1) IIX, dexorymdvov O€ 1)
XQ, kol 0pin €otiv 1 VO T1XQ
YOVIO, TEVTOYDVOL APa EGTLV 1)
[1Q. d1x T avta 61 kot 11 YQ
TEVTAYDVOL 0TIV, ETEIONTEP, EAV
emlevémuev tag PK, XY, loat xal
dmevovtiov €écovtal, kai €otiv 1) OK
¢k 100 Kévtpov ovca EEaydvov:
e€aymvou apo kat 1] XY.
deKay®vov d€ 1) X, kal OpO1 1
vo YXQ: meviaymvov apo. 1) YQ.
€011 0¢ kal 1) ITY mevtaydvov:
lodmievpov apa €otl 10 ITYQ
Tplymvov. o1 T aVTo

on Kol EKAoTOV TV AOTDV
PLYGVOV, WV Pacelc pév elow al
ITP, PX, T, TY €00&€ilan, kopopr) o
10 Q onueiov, I6OTAELPOV €GTLV.

Sia stato preso il centro del cerchio
EZE'WK, il punto F; e da F ad
angoli retti con il piano del cerchio
si innalzi FO’ e si prolunghi
dall’altra parte come FY e sia
sottratta FX, [lato] dell’esagono e
I'una e l'altra FY e XO’, [lati] di un
decagono e siano congiunte PO’,
PX, UO, EF, LF, LY, YM. E poiche
I’una e I’altra di FX e PE e ad angoli
retti con il piano del cerchio, allora
FX e parallela a PE: anche EF e PX
sono uguali e parallele. Ed EF &
[lato] di un esagono e dunque lo e
(lato di un esagono) anche PX. E
poiché PX é [lato] di un esagono,
XO' di un decagono e e retto
I’angolo sotto PXQO’, allora PO’ e
[lato] di un pentagono. Per le
stesse ragioni anche UQ’ e [lato] di
un pentagono, Vvisto che, se
congiungiamo FK e KY, saranno
uguali e opposte, e FK, che e il
raggio, [lato] di un esagono: anche
XU quindi & [lato] di un esagono, e
X0’ di un decagono ed e retto
I’angolo sotto UXO’: dunque UQ’ e
[lato] di un pentagono. E anche PU
e [lato] di un pentagono: quindi il
triangolo PUO’ ¢ equilatero. Per le
stesse ragioni anche ognuno dei
restanti triangoli, di cui le basi sono
le rette PR, RS, ST, TU, vertice il
punto O’, e equilatero.
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Euclide completa la costruzione dell’icosaedro costruendo sulla base
superiore dell’antiprisma una “piramide” a base esagonale ed altezza L,
ed usando il solito teorema della terna pitagorica( prop 10 libro Xlll)
osserva che gli spigoli di tale piramide sono lunghi esattamente s, quindi
tutte le cinque facce della piramide sono triangoli equilateri di lato .
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waAw, €nel e€aymvov puev 1 @A, dekaymvov de
N OV, xal 6ptn €otv 1) VO ADY yovia,
TeEVIoy@vov apa €otiv ) AY. d1d Ta a0t o)
gav Emlevémpey v M® oloav E€aydvov,
ovvayetat kol 11 MY evtaymvov. €6TL 0€ Kal
N AM mevtay®dvov: [60TAgvpov dpa €6TL TO
AMY tpiymvov. Opoing o derydnoetat, 0Tl
Kol EKAGTOV TV ARV TPYOVOY, WV BACELS
uév elov at MN, NE, 20, OA, kopoer) ¢ 10
Y onueiov, lodTAevpov €0TIV. GLVEGTOTAL PO
elkocdedpov LTO lKOGL TPIYOVOV [GOTAEHPOV
TEPLEYOUEVOV.

Di nuovo, poiché FL &
[lato] di un

esagono, FY di un
decagono e I’angolo sotto
LFY é retto, dunque anche
LY & [lato] di un
pentagono. Per gli stessi
motivi qualora
congiungiamo MF, che e
[lato] di un esagono, ne
deriva che anche MY e
[lato] di un pentagono ed
anche LM [lato] di un
pentagono: dunque il
triangolo LMY e
equilatero. Ugualmente
sara dimostrato che
anche ognuno dei
restanti triangoli, di cui le
basi sono MN, NC, CO,
OL, vertice il punto Y, e
equilatero. E’ costruito
dunque un icosaedro
compreso (composto) da
venti triangoli equilateri.

In modo analogo a
prima, ora costruisce la
piramide sulla base
inferiore ed osserva che
anche questa ha come
facce cinque triangoli
equilateri di lato [s.




OBIETTIVO Il

0l 01 antd Kol oeaipa mepthafelv Bisogna anche circondare questo
T} 600¢ion xoi dei€ar, 61t 1| OV (I'icosaedro) con una sfera data e
EIKOGOEOPOL TAELPO BAOYOG €6TV I dimostrare che il lato dell’icosaedro

KOAOLUEVT ELAGOOV. e irrazionale, quello chiamato
minore.

encl yap E€aydvov €otiv 1) PX, Infatti poiché FX & (lato) di un

dekay®vov o€ 1) X, 11 DQ dpa esagono e XO’ di un decagono, FO’

dticpov Kal pécov Adyov téunton é dunque tagliato in media e

Kot 10 X, Kol 10 petlov avtiig estrema ragione secondo X e il suo

tuijpa éotv ) OX: Eottv dpa w1 segmento maggiore € FX. Dunque

QO npog v OX, oltog N OX come O’ F rispetto a FX cosi e FX

mpog TV XC2. rispetto a XO'.

Premettiamo che quando si parla di media ed estrema ragione si intende
la sezione aurea di un segmento, ora e dimostrato su tutti i libri di
geometria che il lato del decagono regolare e la sezione aurea del raggio
della circonferenza in cui e inscritto che poi sarebbe il lato dell’esagono
regolare inscritto nella medesima circonferenza cioe [, € la sezione
aurea di [ in linguaggio moderno scriveremo
le:l10 = li0: (le = l10)

E applicando la proprieta del comporre
(le + lio) ¢ lg = leilyo
Tradotto con i segmenti indicati da Euclide
FO’:FX = FX :XO’
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ion o0& M uev ®X 1y OE, 1 6& XQ 10
DdY: Eotv dpa wg 11 QD Tpodg TV

®E, oVtwc 1 E® ntpog v OY. kai
glow 0pOai ail Vo QOE, EOY yoviat:
gav apa emlevémuey v EQ evbeiav,
opOn Eotar 1) Vo YEQ yovia 610 v
ouolotta 1V YEQ, OEQ tprywvev.
Ol TG o T OM) Emel Eotv O 1 QO
pog TV X, ovtwg 1 PX mpog v
XQ, ion o€ 1 pev Qd 11 X, 1 8¢ ®X
M XI1, €otv dpa g 1) X mtpdg v
XTI, obtwg 1 IIX mtpog v XQ. kol
S ToDTOo ALY €0V EmLevEmuey TV
[T, 6pOn) Eoton 1) Tpog Td I1 yovia: To
dpa émi thc PQ ypapouevov
NukvKAov fiEet kad o1 Tod I1.

E FX & uguale a FE, e XO’ a FY.

E dunque come e O’F rispetto a
FE, cosi e EF rispetto a FY. E sono
retti gli angoli O’FE e EFY. Qualora
dunque congiungiamo la retta
EQ’, 'angolo sara retto per
I’analogia con i triangoli YEO’ e
FEQ’. Per le stesse ragioni poiché
e come O’ F rispetto a FX, cosi e
FX rispetto a XO’, e O'F e uguale a
YX, e FX a XP, ed dunque come YX
rispetto a XP, cosi PX rispetto a
XO'. E per questo di nuovo
gualora congiungiamo PY,
I’angolo su P sara retto: dunqueiil
semicerchio tracciato su YO’
passera anche per P.

Questa e la proporzione che
esprime il secondo teorema di
Euclide applicata al triangolo

O’EY, cioé
O’F: FE= FE : FY che, con la
considerazione che gli angoli O’FE
e EFY sono retti ci assicurano che

il triangolo O’EY é retto in E,

possiamo quindi vedere che

ragiona allo stesso modo sul
triangolo O’PY per concludere che

e rettangolo in P. Ora tutti i

triangoli rettangoli risultano

inscritti in un semicerchio di

diametro l'ipotenusa. Ne segue
che sia P che E appartengono ad
un semicerchio di diametro QY.
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Kol £av pevovong thg YQ
nepleveyHEV 1O NKVKALOV €IC TO
aVTO

nahv amokatactadi, 00ev fipEato
eépecBat, Eet kal d1a Tov IT kol
TV AoV onueiov tob
elkocaédpov, Kal £otal ceaipa
TEPIEIMNUUEVOV TO EIKOGAEDPOV.

E qualora, stando ferma YO', il
semicerchio ruotato ritorni di
nuovo nello stesso punto, da cui
aveva cominciato a muoversi,
passera anche per P per i restanti
punti dell’icosaedro, e I'icosaedro
sara circondato da una sfera.

Quindi tutti i triangoli che hanno per base O’Y e vertici i vertici restanti
dell’icosaedro sono rettangoli, quindi iscritti in semicirconferenze di
diametro O’Y, tutte queste semicirconferenze appartengono alla
medesima sfera di diametro O’Y, ne segue che I'icosaedro sara circondato
da una sfera.

Aéym 61, 0Tt Kol

1] dobeion. teTunobw yap 11 X
dlyo Kot T0 A#. kal €mel VOETo
ypapun 1 PQ dkpov kal uEcov
AOyov TETunTL KOoTd TO X, Kol TO
Elaooov aVTHG TUfjud Eotiv 1) QX,
1 apo QX wpociafodco v
Nuiostoy ToU peilovoc TunuoTog
mv XA# nevtonmldciov duvatotl Tob
ano thic Nuoeioag To0 peifovog
TUNLOTOG: TEVTATAGGIOV Apa €06TL
10 &no th)c QA# 100 dno i) A#X.
Kol €oTt Thg pnev QA# dutAi) 1 QW,
¢ 6¢ A#X oA | OX:
TEVTATAACIOV Apa €GTL TO ATO THC
QY 100 dno ti)c XO. kal énel
tetponAfy €otv 1) AT )¢ I'B,
nevtamAf] dpa €otiv 1) AB tij¢ BT
w¢ 0¢ 1 AB mpoc v BI', oVtmg 10

Dico che anche da una sfera data
[sara circondato].

Sia infatti secata FX a meta seconda
A’. E poiché una linea retta FO’ e
secata in media e estrema ragione
secondo X, e il suo segmento
minore e O’X, allora O’X
aumentando della meta del
segmento maggiore XA’ e il
guintuplo del quadrato del
segmento maggiore dalla meta.
Dunque quello su O’A’ e il
quintuplo di quellosu A’X e O’Y eIl
doppio di O’A’, invece FX e doppio
A’X; quindi quello su O’Y e il
quintuplo di quello su XF. E poiché
AG e il quadruplo di BG, dunque AB
e il quintuplo di BG. E come AB
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ano tiic AB mpog 10 amod tiig BA:
TEVTATAACIOV Apa €6TL TO ATO THC
AB 100 &no tijc BA.

€0elyOn 6¢ xal T0 ano tic QY
nevtomAdoiov o0 ano thc X. kai
gotwv lon 1) AB 1] @X: exatépa yop
aUT®V (on €otl Tf] €K ToU KEVTIPOL
100 EZHOK «bdxlov: {on dpa kol 1)
AB 1§ Q. xai éotiv 1] AB 1) tiig
dofeionc opaipog d1dueTpoc: Kol 1
YQ apa {on €otl 1) Thic dobeiong
opaipog dStopétpw. Tfj &pa dobeion
opaipa mepleiinmrot 10
elkocdedpov. Aéym 01, 0tL 1) T0D
ElKOGOEIPOV TAEVPA AAOYOC EGTIV
1] KAAOLUEVT ELATTOV. ETEL YOP
PN €0TV 1) THG oQAipog
OLAUETPOGC, KOi £5TL SOLVALLEL
TevTamAaciov Th¢ €k T0D KEVTPOL
100 EZHOK «bxlov, pnrr) dpa €otl
Kal 1] €k To0 kévrpov o0 EZHOK
KOKAOV: OOTE Kol 1) SIUETPOG
aVToD PNt €0TV. €V OE &lg
KOKAOV PNtV £yovia Vv
OLAUETPOV TEVIAY®VOV (GOTAEVPOV
gyypaof], 1 100 mevtaydvov TAevpd
ALOYOG £0TIV 1] KOAOVUEVT EAGTTOV.
1 6¢ 100 EZHOK nevtaymvov
TAeVPA 1) T0D glkoGaEdPOV EOTIV. N
apa toD eikocaédpov TAsVPA
AAOYOC 0TIV 1] KAAOLUEVT EAGTTOV.

rispetto a BG, cosi quello su AB
rispetto a quello Su BD. Dunque
quello su AB e quintuplo di quello
Su BD. Fu dimostrato anche che
quello su O’Y e quintuplo di quello
su FX. E DB e uguale a FX: 'una e
I"altra di queste € uguale al raggio
del cerchio EZE'WK. Dunque anche
AB é uguale a YO’ e AB ¢ il diametro
della sfera data. Anche YO’ & quindi
uguale al diametro della sfera data.
L’icosaedro dunque e circondato da
una sfera data. Dico ora che il lato
dell’icosaedro e irrazionale (quello
chiamato minore). Perché infatti il
diametro della sfera e esprimibile
(=si puo chiamare irrazionale) ed e
cinque volte il quadrato del raggio
del cerchio EZE'WK, dunque &
esprimibile (=si puo chiamare
irrazionale) anche il raggio del
cerchio EZE’WK, cosicché anche il
suo diametro e esprimibile (=si puo
chiamare irrazionale). Qualora
invece un pentagono equilatero sia
inscritto in un cerchio con diametro
esprimibile (=si puo chiamare
irrazionale), il lato del pentagono
irrazionale, quello chiamato
minore. E il lato del pentagono
EZE’'WK e quello dell’icosaedro. E
dunque il lato dell’icosaedro &
irrazionale, quello chiamato
minore.
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Per dimostrare che il segmento O’Y é proprio quel segmento AB da cui é
partito per costruire il primo pentagono Euclide cita un suo
precedente teorema (prop Xlll,3) che afferma che ( in linguaggio
moderno) (1o + %6)2 = 5(%6)2
Tradotto sulla nostra figura, dopo aver indicato, esattamente come fa
Euclide, il punto medio del segmento XF con A’ (ovviamente A’
coincide con il centro della sfera) risulta
(0'X + XA"H? = 5(XA")? cioé (0'A")? = 5(XA")"?
ora moltiplicando ambo i membri dell’uguaglianza per 4 e inserendo il 4
nella parentesi possiamo scrivere:
(20'A"H? =5 (2XA")? cioé 0'Y? = 5XF?

Ora basta osservare che XF era uguale al segmento DB da cui siamo
partiti (cioé il raggio del cerchio in cui abbiamo inscritto il primo
pentagono) per concludere che AB=XF e che quindi vale la relazione
AB? = 5DB? che é la relazione da cui siamo partiti per cui I'icosaedro
risulta inscritto nella sfera di diametro fissato AB.
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