Analisi Matematica I1

Esercizi sulle curve e sulle forme differenziali nel
piano e nello spazio
Corso di laurea in Ingegneria Meccanica. A.A. 2008-2009.

Esercizio 1. Stabilire se le sequenti curve piane assegnate in forma para-
metrica sono regolari, semplici e chiuse. Determinare infine per ciascuna
curva la relativa equazione cartesiana.

o) = (12,1 —th), te[-1,1],
P(t) = (t,2t* — 4t), t € [1,2],
¢(t) = (1 4+ 2cost,sint), t € [0,n].
Esercizio 2. Sia assegnata in forma parametrica la curva piana
o(t) = (V3(t —sint), V3(1 — cost)), t € [0,2n].

Determinare una coppia di punti della curva, stabilire se la curva é regolare,
semplice e chiusa e calcolare il versore tangente alla curva nel punto ¢(m).

Esercizio 3. Sia assegnata in forma parametrica la curva piana

1
o(t) = <1+9cost,4sint> , tel=1[-8,37.

Verificare che si tratti di un’ellisse con assi paralleli agli assi cartesiani.
La curva non é semplice. Perche? Determinare un sottointervallo J di
I'N[0,400) in modo tale che la curva

1
¢:J—R, o) = <1+9005t,4sint>

sta semplice.
Esercizio 4. Siano assegnate in forma parametrica le curve piane
o1(t) = (t,1), t €I =10,400) e do(t) = (t},t}), teJ=R.

Stabilire le equazioni cartesiane delle curve assegnate e verificare che ¢ (I) =
¢2(J). Verificare che ¢1 é semplice, mentre ¢o non lo é.

Esercizio 5. Verificare che il punto P = (0,1,0) appartiene alla curva in
R3 parametrizzata come

B(t) = (sint, el t*> — 7t), t € [0, +o0).

Verificare che la curva é regolare. Dedurre senza effettuare alcun passaggio
algebrico che la curva é semplice.



Esercizio 6. Calcolare la lunghezza delle sequenti curve (piane e nello
spazio) assegnate in forma parametrica

o(t) = ( tcost, etsint), te [O’ g} ,

o(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [r,3m],
o(t) = (e*,2¢',1), t€[0,1].
¢(t) = (tcost,tsint,t), t e [0,2n].

Suggerimento. Per il calcolo della lunghezza dell’ultima curva assegna-
ta dall’esercizio, ricorrete, nella risoluzione dell’integrale che definisce tale
quantita, alla sostituzione mediante la funzione seno iperbolico.

Esercizio 7. Sia assegnata la sequente forma differenziale

x y
dr
$2+y2 +x2+y2

w(z,y) = dy.

Determinare il dominio di w. Spiegare perché é nullo l'integrale

[

di w lungo una qualunque curva chiusa regolare e semplice che non contenga
all’interno del dominio limitato di cui é frontiera il punto O = (0,0).

Calcolare esplicitamente integrale di w lungo la circonferenza centrata nel-
lorigine e avente raggio unitario percorsa in senso antiorario. Alla luce di
questo calcolo, quanto vale l'integrale di w lungo una qualunque curva chiu-
sa, regolare e semplice contenente l’origine all’interno del dominio limitato
di cui ¢ frontiera? La forma w ¢é esatta in R?\ {(0,0)}?

Esercizio 8. Sia assegnata la forma differenziale

w(z,y) = (42° + y*) do + 3y z dy.

[
’Y+

2
7:{(x,y)€R2:x2+izl,x,yzO}.

Calcolare integrale

con

Nota bene: con la scrittura v© si intende d’ora in avanti che la curva
v (assegnata come particolare luogo geometrico dei punti del piano sen-
za fare ricorso a una parametrizzazione) va intesa come percorsa in Senso
antiorario.



Esercizio 9. Calcolare ’integrale

[ e
oD+

w(z,y) = 4z(1 — y)dz + (z — 1)*dy

con

D={(z,y) eR® : (z—1)* +4(y —1)*) < 4}.
Esercizio 10. Sia assegnato l’insieme compatto D C R? definito da

D={(z,y) €R*: (z -2+ (y—2)* <4,y >z}

4x 4y
I = 2 — ) d —2—d
! /aD—(y+x2+y2> Tt

I, = / 2y dx.
oD~

Calcolare

Spiegare perche Iy = Is.

Esercizio 11. Sia assegnata la forma differenziale

1 1 2
w(x,y) = + dr — | ——==+3| dy.
Vr—2y x2+1 VI —2y

Determinare il dominio di w e stabilire se la forma in esame é chiusa sul
proprio dominio.
/ w
.

con v = y1 U2 dove vy é larco di parabola che va dal punto (0,—2) al
punto (1,—1), ha vertice in (0,—2) e asse parallelo all’asse y, mentre vy, €
il segmento di retta che dal punto (1,—1) va al punto (4,0).

Calcolare

Esercizio 12. Verificare che la forma differenziale

(2,1) 1 1 T J
w(z,y) = —— —— | dy
Ve +y? Yy oy +y?

e esatta sul suo dominio di definizione e calcolarne la primitiva che nel punto
(1,1) assume il valore 2.



Esercizio 13. Calcolare l'integrale

[
’Y+

2

con
2xy 222y

= d
1+ 2292 T 1+ 22y

W($,y) Qdy
v={(x,y) €R* : 2’ +y* =1,0< y < z}.

Esercizio 14. Dire per quali funzioni f = f(z,y) di classe C' in R?\{(0,0)}
la forma differenziale

X

w(a:,y) - 7y2d.%'+f<$,y)dy

2+
risulta esatta in R? \ {(0,0)}.
Esercizio 15. Sia assegnato l’insieme
Q={(z,y,2) €eR® : z,y,2 > 0}.

Verificare che la forma differenziale
z

r+y

w(z,y,2) = dx + %wdy—l—log(x—i-y) dz

e esatta in S e calcolarne la primitiva F tale che

F(1,1,1,) =1.
Esercizio 16. Sia assegnato l'insieme

Q= {(z,y) €R? : x #0}.
Verificare che la forma differenziale
w(x,y) = %e‘i do+e = dy

e esatta in ) e calcolarne la primitiva F tale che

F(~1,0) = 1.
Esercizio 17. Sia assegnata la forma differenziale

w(z,y,2) = 2(a+ B — 2y)zyzde + (a — 3B)2%zdy + (a — B — v)xy dz.

Determinare le costanti o, 3 e v in modo tale che w sia esatta in R> e
calcolare quindi per tale scelta delle costanti

[

7 :[0,27] — R3,

con

definita da
v(t) = (2cost,2sint,t).



