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Tipo § / Equazioni o variabili separebili. Sono cosi chiamate quelle equazionj
gt = f prodotto di due funzioni, una dellq

z,y) nelle quali il secondo membro & il
sola z, laltra della sola y. Pin precisamente si ha

y’ = X(m)Y(y) ]

(10.3.12)
con X (z) continua in un intervallo 7, Y (y) in un intervallo .J.
Supponiamo che
Y(y) #0, Yy e J, (10.3.13)
allora I'equazione data si pud scrivere nella forma
1
X(@)de — ——dy=0, in IxJ, 10.3.13/
) Y(y) ( )
cioé in forma di equazione differenziale esatta del tipo (10.3.11).
L'integrale generale & dato allora in I x J da
z y i
Ulz,y) = ]X(t)dt - f mdt =¢, ccostante arbitraria, (10.3.13")
Lo Yo

essendo (x4, y,y) un punto arbitrario di I x J. Nello studio della U(z,y) = e si pud
osservare che essendo U, = —1/Y # 0, pud ricavarsi localmente la y =y(z,c)

Se Y'(y) ha qualche “zero” per y € J, il ragionamento fatto cade in difetto,
tuttavia si pud rilevare che se Yy € un punto ove Y(yy) = 0, la curva data dal
segmento y = y, C I x J, cioé la costante Y = Yo © una soluzione del problema.
Analoghi ragionamenti si possono fare se X #0,Vz el

Osservazione IV - Dalla espressione (10.3.13") si pud dedurre la seguente regola
pratica per procedere speditamente. Data la (10.3.12) si considerano a parte le
eventuali soluzioni costanti y = o,y = 0,..., relativi ai valori di y € J che annullano
la Y (y). Si separano poi le variabili ponendo l'equazione (10.3.12) nella forma

dy
=~ = Xdzx
Y(y)

e si scrivono gli integrali indefiniti di ambo i membri (
riscono per una costante arbitraria ¢

/%_c+/)((m)dx,

Detta G la primitiva di 1/Y e F la primitiva di X si ha

fatti su intervalli) che diffe-

Gly) =c+ Fl(z), (10.3.14)

cioé l'integrale di (10.3.2) in forma tmplicita, equivalente alla (10.3.137).
Se si vuole la soluzione del problema di Cauchy y
in modo che G(yy) = ¢+ F(z) e quindi si ha G(y)
Naturalmente se Y (y,) = 0, la y = Yo

(xp) = ¥y, basta scegliere ¢
= Glyo) = Fla) — F(a).
¢ una soluzione particolare o singolare.




282 ioni di
Equazioni differenziali ordinarie

—

~

Tino & o L
Yy :%T%gniiﬂmzwm.a variabili separabili. Sono cosi chiamate quelle equazionj
sola z, 1" l ¢ quali il secondo membro & il prodotto di due fungion; e
» Laltra della sola y. Pin precisamente si ha IR, wza dail

9 / P—
e Y =X(@)Y(y), © (103.12)
on X (z) continua in un intervallo J i i ”
o ey » Y(y) in un intervallo J.
Y(y) #0, Yy eJ; (10.3.13)
allora I'equazione data si puo scrivere nella forma, |
1
X(z)dr — ——dy = i
Y0) y=0, in Ix.J, (10.3.13")

cioe Elrforma di equazione differenziale esatta del tipo (10.3.11)
ntegrale generale & dato allora in T x J da —

% y
UGey) = [ Xeyae~ [
) (t)dt ~Y(—t)dt = ¢, c costante arbitraria, (10.3.137)
Yo

Tg

essend 1 : s =
osservaie(mc(l]{eyg) Uﬂdpuzlfto arbitrario di 7 x J. Nello studio della U(z,y) = ¢ si puc

ssendo U/, = — - YY) = ¢ si puo

Se Y(y) ha qualchg — 17{}/ # 0, pud I-IC&VELI‘SI localmente la y=y(z, c).
tuttavia si puo rilevar hzem pery € J, il ragionamento fatto cade in difetto
R ?ua cJe S€ Yo € un punto ove Y(y,) = 0, la curva data dal’
——— 10 X J, cioé la costante y = ¢ ¢ e

Analoghi ragionamenti s possono fare se X 35 0 gf[:)c CE 1}?'6& soluzione del problema.

OSSE? TJ{IZiO'f’Lf 1 V - Da‘“ i
. = aespleSB](}ne (10.313’ J i ¢ g g
: 51 pUO dedurre 13; Se [lelll ere ()la.
p pl C d 14 Sp d]. H.Il’lent . Da.t 1 (10.3-12) 51 CO: Sl p
pr atl(:a € ocedere € ' e a la Ci de ano a ar te le

eventuali soluzioni costanti y — = viaiv annullan
1 D niy=o,y = B, ..., relativi ai valori di y € J che ax ¢
a Y (y). Siseparano poi le variabili ponendo I'equazione (10.3 ?2) ne(ilaefol;nuud ’
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L= Xd
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riscono pel una CObta]l e aI‘bltI aria c ( z | ) (

/%:C'F/X(:c)dz.

Detta G la primitiva dj 1/Y e F la primitiva di X si ha
Gly) = c+ F(z), (10.3.14)

cioé 1’ ; _
é S:lzfgvrl?é.? d]l‘ (10.3.?) in forma implicita, equivalente alla (10.3 137)
in modo che Gcz K b_Oluzlone del problema di Cauchy Y(xo) =y b.asta ;;ce lier
Uo) = ¢+ F(2) e quindi si ha G(y) — Gly) = Flg) . mia ¢
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Esempio 3 - Considerata ’equazione differenziale
2 2
Yy =zy’, (z,y) €eR7,
si ha intanto la soluzione y = 0, Yz € IR, cioé 1'asse delle z. Operiamo pertanto per
y > 0, cioe in IR x IRT, ove & lecito separare le variabili e si ha, introducendo una
costante arbitraria ¢,
d 1 1 2
%:mdm{:}——:-(QTQ*C)T—}’y:'*Z ;
Y y 2 he— ¢
dovendo risultare y > 0 quindi #2 — ¢ < 0, va preso |z| < \/¢, con ¢ > 0.
Dunque in IR x IR' lintegrale generale & dato da

per |z| < Ve, ¢>0.

y=-
a2 —c’

Se operiamo in IR x IR™, ove y < 0, vale ancora la stessa espressione

2

y=————, con |z|>+c, ¢=>0; oppureVzsec<0.
22 —¢

La soluzione y = 0, precedentemente notata si puod ottenere per ¢ — +00 e

considerare ancora “come un integrale particolare”.

Se vogliamo risolvere il problema di Cauchy y(1) = —1, va utilizzata I'espres-
. s ; , 2
sione valida per y < 0, e si ha ¢ = —1, da cui si ha I'unica soluzione y = —— e
T

Esempio 4 - Considerata l'equazione
v =37, (ay) eR?,
si osserva subito la soluzione y = 0, Vo €
IR. Sia percio y # 0 e supponiamo y € 4
IR™; separando le variabili ed integran-
do, da y=2/3dy = 3dz segue, introdu-
cendo una costante arbitraria ¢
y=(xr—c)®, con z>c,

che da come integrale generale la fami- 5
glia ool di semicubiche indicate in fi- =
gura 10.3.1 a tratto pieno. Se operiamo 7 ¢
in IR x IR~ si ha la famiglia di semi- f
cubiche ciascuna esistente solamente per ; ’
z < ¢ linea tratteggiata di figura 10.3.1. :
Per nessun valore di ¢ si pud ottenere la :

y = 0 che & pertanto un integrale singo- 1 Fig. 10.3.1

B

lare.
E evidente che il problema di Cauchy y(z,) = ¥, > 0 ha una sola soluzione

y=(z—2o+ JYp)* conz > (zo— ¢/Up); analogamente se yy < 0 per & < g — {/Uo-
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L 0, | per z € [z, x) — ],
(@ =, )4, per @ £, .

Si rilevi ch j i
y che la y* g - 1
e oty J% g l::9117;10ne del problema dj Cauchy & funzione di classe 2(IR)
e (,ji .q.ugélr e]! t.?.?z'trﬂi;tlppo della famiglia delle semicubiche relative alla y > 0
ek arelative alla y < 0. Limit ii 7 IR
: - Limitandoci invece allo studio i i
e A : » allo studio in IR x IR™ per
. LorYp) Passa una sola semicubieca: d ivers nicubi
o ca; due diverse semicubiche non hanno
In modo analogo per cid che concerne IR x IR~
. * * *
‘In qui abbis fo tre casi T i di
o chﬁpne ﬂ,]anf;;) dato tre casi notevoli di equazioni differenziali, la cui solu
ione lene direttamente (: i i vi orm: = ‘. .
Tyt mmt? Jr(a,lmeno da un punto di vista formale) ricorrendo alle
drature”. avia esistono altre equazioni ici %
i v . azioni che con semplic tuzions si
riconducono ad uno dej tre tipi considerati P o

Tipo 4\- BEquazioni di Bernoulli. Sono della forma

d ( . . 3
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o ' ue 1In u 1I V l L8] 285en o
i 1 a | t“}] ) e ervallc f . H‘ essendo o un asse 118..[() numero
c Ll 1 nota subi Ch Yer o = 0 ==
. ’ - e é y Q¥ s } 110
T Id]e 01]' ].) | {l b} A 8 : 0] e pe 51 hannc eq”a‘z- onj ].11]61 1 (11
p( rtic lare a varia I S(‘})ala N1l 8¢ ¢ = ) ; wonamo pertar O che s1a ((! #(O
< cl

o F 1.

Per a0 > 0 : i
> = U, una soluzione della (10.3.15) ¢
. B18Y & duts dalls 2 = 7,
siterendodt o pr e — JR*( ; ) d.atd dalla y = 0; naturalmente
delequosions & X e oc e yE . Riferiamoci percid in ogni caso allo studio
; ¢ data in I x IR™ ed osserviamo che allora Ja (10.3.15) si pud S(‘]'f'\.,’F‘lze

o — R

Yy ¥ =a(z)yl=* 4 b(x).

L;e ass B iar en 1 A’? K e = d
Sur 11amao come nova 1(,10{_’,1'1 2L I(]- 1INZ101 L 'u(T) d(] a Cld
t at

u(z) = [y(z)]" (10.3.16)

& immediato verificare ¢ ] i ;
ato verificare che essa soddisfa | equazione differenziale lineare

u' = (1 - a)a(z)u + (1 —a)b(z), (10.3.16)

C—he Va Studiﬂta Jer ": O 1 S e I & ( le e Z, 5
aled U E o Ad gl]] OI”Z]’OH i
e . . P L 2 7_.'..(.4) S IR 11 J'll o i
0)| llbI)UTlde H‘ledla‘ e ( O-; 6) una so 'l]’/iﬂ_{ e (](} ]a ( {)g‘;. D) da ta da e

)Jl/“ﬁ(]‘) '

= [u(:r (10.3.17)

.[] lett()l e T]?I elle ( ( ] e eseoe chne s S 1
e >L COT'S0 (_l “ oper aZ]' i e | i iri i
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Op erare anc p : J & U ]t] (] (,‘he DEr [ a..rLICOIBIJ O.’, S1 puo
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Esempio 5 - Consideriamo 'equazione
y =2ytgxz+2/y, (z,y)€ (—n/2,7/2)x[0,400).

Eseguito il cambiamento della funzione incognita mediante la y = u?, essendo
y' = 2u - u si ha 2uu! = 2u? tgx + 2u, che da u =0, oppure

v =utge +1,

\ . 5 q 5 ¥ ; . [ tgxd:
che & un’equazione lineare in u. Dopo aver moltiplicato ambo i membri per e Jtgada
= glogcos® — o5z, si ha (ucosz)’ = cosz da cul segue
u=tgx +c/cosx
e quindi tornando alla variabile y, si ha l'integrale generale
2
y=(tgz+¢/cosz)”.

Lay = 0, & pure una soluzione del problema dato, ma non & possibile ottenerla
per alcun valore di ¢ (finito o infinito); pertanto & da considerare un integrale
singolare. Si osservi che la retta y = 0 appartiene alla frontiera dell'insieme ove ¢
continua la funzione a secondo membro dell’equazione data.

Tipo 5 - Equazioni differenziali esatte a mezzo del fattore integrante. Ripren-
diamo in esame equazione (10.3.7) e supponiamo che essa non sia esatta nel campo
connesso A. Possiamo allora tentare l'integrazione con il metodo seguente, detto
del fattore inlegrante.

Detta u(z,y) # 0, V(z,y) € A una funzione continua, moltiplicando ambo i
membri di (10.3.7) per u(z,y), si ha l'equazione cquivalenle

p(z, )X (2, y)dz + p(z, y)Y (2, y)dy = 0. (10.3.18)

Se & possibile scegliere (z,y) in modo che tale equazione sia esatta in A, in
luogo della equazione data (10.3.7) basta integrare la (10.3.18): il fattore u(z,y)

prende il nome di fattore integrante.

Per esempio, se A & semplicemente connesso, se X, Y ammettono le derivate
pio, , ; _
O(uX) oY)

Xy ¥y € CO(A), e se u € C1{A), cio avverra se e solo se risulta 3y =
vale a dire
o O 0X Iy .
— =Y — — — — | =0. 10.3.19
Ay dzx ( dy  Ox ),u ( )

La ricerca di un fattore integrante si ¢ cosi ridotta alla risoluzione dell'equazione
(10.3.19) che & un’equazione alle derivale parziali nell’incognita p = wiz,y). Tale
problema & in generale complicato, ma si puo osservare che basta trovare una sola
soluzione pu(z, ) della (10.3.19) e cid in molti casi pud risultare abbastanza agevole.

Si pud, ad esempio, cercare se esiste un fattore integrante che dipenda dalla
sola variabile ©. Se nella (10.3.19) si pone ;= pu(x), essa diventa

plz) = fk—%p(m) (10.3.20)




