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Analoghi enunciati valgono ovviamente sostituendo il segno > con < e il segno =
con <.

Terminiamo il paragrafo con la definizione di limite di una funzione all’infinito.
Mentre, per una funzione f di una variabile, abbiamo dato nel volume 1 la defini-

zione di
lim f(x),

rx—too

nel caso di funzioni di n variabili non & cosl ovvio cosa significhi che la variabile
indipendente x tende a infinito: anche nel caso di funzioni di due sole variabili (z,7),
& chiaro che un punto del piano puo “andare all’infinito” lungo infinite direzioni diverse
e la funzione [ (z,y) potrebbe avere comportamenti diversi, a priori, in clascuna di
queste direzioni. La definizione che daremo, invece, richiede che la funzione abbia un
comportamento uniforme, al tendere di |x| a +o00, indipendentemente dalla direzione.
Precisamente:

DeriNiZIONE 3.4 Sia f : R™ — R una funzione definita in tutto lo spazio, o almeno
per |x| abbastanza grande. Si dice che

lim f(x)=L€ERse
x| —oe

Ve > 0 3R > 0 tale che ¥x € R™, se |x| > R allora |f (x) —L| <e.

Si dice che
| 1|im f(x) =+ (0 —o0) se

VK > 0 3R > 0 tale che ¥x € R”, se |x| > R allora f (x) > K

(rispettivamente f (x) < —K).

2.2 Calcolo dei limiti in pit variabili: analisi delle forme di indeterminazione
Presenteremo ora, mediante esempi, alcune idee fondamentali per Panalisi delle forme
di indeterminazione nel calcolo dei limiti delle funzioni di pitt variabili. Premettianio
un’osservazione sulla definizione di limite. Supponiamo che f abbia limite L finito per
x — xp. L'essenza della definizione sta nel fatto che f (x) si avvicina indefinitamente
a L quando la distanze tra x e Xg tende a zero, indipendentemente dalla direzione con
cui x si avvicina a Xg. 1 seguenti esempi illustrano due tecniche tipiche che si usano
per dimostrare, rispettivamente, Jesistenza o la non esistenza di un limite.

Restrizione di una funzione a una curva e non esistenza del limite
Se f: ACR"™ — R & una funzione reale di m variabili, r: I € R — R™ & un arco di
curva in R™ ed esiste la funzione composta

g(t)=f(r(®),

o e g s e s eaTe (i variabile reale.
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cui & definita f, ¢l restringiamo ai punti di R™ che stanno sull’arco di curva r (). E
chiaro che, se I'arco di curva & continuo e f ¢ continua, anche la sua restrizione g
alll’al‘co di curva sara continug (continuita della funzione composta). Essendo funzioni
di una variabile, le restrizioni sono facili da studiare; l'idea & di ottenere informagzioni
sul comportamento di f esaminando le sue restrizioni a curve differenti.

In particolare, per mostrare che il limite per x — x¢ di una certa funzione f(x)
non esiste & sufficiente determinare due curve che passano da xg, lungo le quali la
funzione tende a due limiti diversi. La stessa conclusione vale se la restrizione di f(x)
a una particolare curva non amimette limite.

Calcolare
lim L
(w,y)—(0,0) 22 + 32

11 limite non esiste. Infatti, la restrizione di f(z,y) alla retta y = a &

2
T 1
T,T)=-—— ==
fl@,2) =5 =3
percid tende a 1. Invece, la restrizione di f(wx,y) alla retta y = —x &
2
—x 1
L, L) = 5 = —=
fla,—2) = 555 =3,

STETS B _a . $owpw ooy w o owrope — y
P ende a —3. Essendo i due limiti diversi, il limite di f non esiste.

Qu.e.?’t.o ¢ il metodo comunemente sequito per dimostrare che una funzione di piu va-
T;zablll?, non ammette limite. Si badi che, per questa via, non si pud invece dimostrare
Iesistenza del limite. Per esempio, l'esistenza non & garantita dal fatto che lungo

qu‘cl.lSlE-l.S] retta uscente dall’origine f abbia lo stesso limite, come mostreranno altri
esempi.

Uso di maggiorazioni con funzioni radiali per provare I'esistenza del limite
lSpeSSzo col passaggio a coordinate polari (nel caso bidimensionale) si riesce a mettere
in evidenza la dipendenza di f(z,y) dalla distanza tra (z,y) e (0,0) attraverso p =

Calcolare
; 23:2y
(m)—(0,0) 22 +y?’
Aﬂ:errrﬁamo che questo limite esiste e vale 0. Per dimostrarlo, riscriviamo la funzione in
coordinate polari:
2x?y . 2p° cos® #sin f
Z? + y? 2

Poiché |cos 0], |sin@| < 1, si pud scrivere la maggiorazione:

=2p cos” Bsin .
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Poiché €T, 1 s
g x,y)| & compreso tr ; T
. clii(fau}z)rll trao( plﬁ)?qo 1;6&0(; e 2p, la funzione & arbitrariamente vicina a zero quando P
; ' ° L, y)e LB} & sufficient 1 ’ = )
- .. ntemente piccolo, ; ST T . :
proprio per definizione di limite. P Ne segue che il limite di f & 0,

C;)‘llol1 HOR S 1T1p‘0 C()Ilti (&) 1’-d h‘ T 3 o ] n' . GENECT l(’ e TE | €8151en2
- s . . 4 3
STO ese: en 1adea m ¢ T«t(, 10 Va rﬁd() in (] nera p T p'f‘()?}ﬂ € l iS enza

(/Z 1 e .
LT lzﬂ?ﬁt{.- EIlllIlClalIlOIO rima lle] caso JldllneIISlOl’lEﬂe e pOl m gellel Lle

Per dimostrare
e che f(x,y) — L per ( :
e er (2,y) — (0,0), & suffici ——— )
una maggiorazione del tipo ¥) = (0,0), & sufficiente riuscire a scrivere

If (p,8) = L < g (p) dove g(p) — 0 per p— 0,

L’essenziale ¢ o .
tJe s e ¢ che 'la fun.monc g non dipenda da 6. Pil in generale, se il punto (x,y)
e a (¥o,y0), si applica lo stesso criterio con = \/(T‘Z\’z v
pone: T —z0)% + (y — y0)2, ciod si
{ T = 1wy + pcosl
Y =Yo + psind.
Naturalmente usci ;
, non riuscire a dimostrare u i ;
> UNa maggion: ; .
che il limite non esiste! gglorazione del genere non dimostra
Nel 1 ur : : C 1
caso di una funzione di n variabili, il criterio assume questa formas
N ¥ - cl.

T 2 i Rﬂ‘ E i ﬁ t 7 ]L oy
E()OR)EMA 3- 57 1 Sf — efiniia almeno o un o7 no ﬁr,l, XO (Salnﬂ Cll pzﬂ. X
SLESS € sia L & HQ- € g . (Ol m) > R € una junzione ta[ﬁ ne =i () pf? — 0

' ¢ q (p) o p

|F () = L| < g (|x — xo|)

(5 ( b b p 4 L0 8]
p } X L PPortuno intorno s erico d 0 (b(]lUO a',l p'l XO 8 3.50), ll(}
CT 0gnt ouUn o row 1 X (7 re. @, ra

lim f(x)=
X—Xp f ( ) L
L’essenzi ; ic ; ¢
b a?l-(;: m;ll enunciato precedente, & aver maggiorato la differenza, |f (%) — L] co
a quant : i 3 i : N .
delc tq ( i a‘c 1e fhpend?a da x solo mediante la sua distanza, da xg. La dimostrazi
‘eorema ¢ un’'immediata conseguenza della definizione di limite T

Sia f: R" - R,
_ 1Ty |y :
f(x)= ‘lxi e, definita per x = (3,24, ... B VL O
Calcolare
1' -
N £ 7 ().
Seriviamo, per ogni x # 0:
(x| = [F1T2] 1
IF ()l = === < x| e = g (1.

x|
Poiché g (p) = pe” — 0 per p — 0, il limite cercato & 0.

Calcolare
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Dimostriamo che il limite non esiste. Infatti, la restrizione di f alle due curve y = +2? &

\ ooy +a:%2 el
f(.r,,:r)—$4+m4—d:2,

pertanto lungo le due curve la funzione ha due limiti diversi ¢ il limite in due variabili non

esiste.

Notiamo che, se scrivessimo la funzione in coordinate polari,

o) = p*cos?fsind  pcos’Osing
AR pheost O+ p?sin? 6 p?cost @+ sin® @’

troveremmo che, per ogni # fissato, f(p,8) — 0 per p — 0. Questo significa che lungo ogni
retta uscente dall’origine la funzione ha lo stesso limite (zera). Tuttavia il limite in due

variabili non esiste.

Nei Complementi, paragrafo 9.2, studiando le proprieta delle funzioni omogenec,
vedremo qualche altro criterio utile a decidere se una funzione & continua o meno in
un punto in cui il calcolo del limite presenta una forma di indeterminazione.

Infine, illustriamo mediante esempi come si adattino al caso dei limiti per |x| — o0
i criteri discussi in questo paragrafo per dimostrare l'esistenza o non esistenza del

limite.

Dimostriamo che:

(a) lim ccye—(weryz):O;
(@ y)[—oe

B D .
(b) lim aye® T non esiste.
[(z,y)|—+o0
(a) E sufficiente passare in coordinate polari e maggiorare come segue:
2, .2 N i 5 @
:nyef(‘“ tw )1 = ‘pﬂ cos@sinfe * | < ple";

poiché I'ultima funzione scritta dipende solo da p e tende a zero per p — 400, segue la tesi.
(b) Osserviamo che lungo la retta y = x si ha:

5,2
f(z,z) = z°€®® — +o0 per & — £oo,

mentre lungo la retta y = 0 & f (z,0) = 0. Dungne il limite di f per x — oo non esiste.

Delle seguenti funzioni reali di due variabili, si provi a capire com’® fatto il grafico,
studiando le linee di livello ed eventualmente alcune sezioni con piani opportuni. Si controlli
poi quanto previsto disegnando i grafici col computer:



