Un altro modo per calcolare limiti di funzioni di due varjabilj € quello di passare
alle coordinate polari (gia trattate anche nel volume Geometria analitica e alge-
bra lineare). Si pud infatti provare il seguente risultato,

Teorema 2.5, Siu D C [R2

— Resia By = (xy,y0) un punto di accumulazio-
ne per D. Allora

Slxy)=1

(x3) = (G,

se ¢ solo se si ha:
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lim f(x, + rcos 0,y + rsinf) = [
r=0

ﬁgﬁfom.e;nente rispetio a 0.

igni i “uni ispettoa 0.

‘hiariamo il significato di “ uniformemente rispe . . |
alrfir?rﬁte pr%cedentc ¢ uniforme rispettq a Gse,lper ogni € > 0, esiste >0
le che per ogni 0 < r < ¢ e per ogni ¢ € [0,27] si ha:

| flxg+ reos b,y +rsinf) —1| < e.

O

In pratica, per provare che il limite & uniforme rispetto a ¢ ¢ sufficiente mostrare

Esempio 2.20

che esiste una funzione g(r) = 0 tale che

| fxg + reos By, +rsinf) —1|< g(r), V8 < [0, 27]

lim () = 0.

Provare che si ha:

Poiché si ha:

si ottiene che

f(rcos @, rsinl) = —

xzy

Iim ———=0.
Wy - 0.0x7 + y?

Svolgimento. Poniamo

x=rcosl
v =rsind.
2
i0ni i = —7, siolliene
Sostituendo queste espressioni nella funzione f(x,y) 2+
rcos*fsind _ rcos?fsin ).

r2cos? @+ r?sinf

|reos?@sinf| < r eanche limr =0,
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Emo()'cc)szﬁsin g =0,

uniformemente rispetto a #. Da qui il risultato cercato.

Esempio 2.21
Provare che non esiste:

. xy
1111 9 4 9.
(v,y) (vi).U)_‘."2 # _\’2

Svolgimento. Poniamo

=rcos @

{y = rsin{.

=

Sostituendo queste espressioni nella funzione f(x,y) data si ottiene

Poiché limocos 0'sin @ dipende da 0, appare particolarmente evidente che non puo
=
essere uniforme rispetto a ¢: dunque il limite dato non esiste.
]

Nota. Un risultato analogo

a quello stabilito dal Teorema 2.5 vale ovviamente anche
nel caso:

Gy | ——+e0,
o

Un’osservazione molto utile nel calcolo dei limiti di £
seguente.

Supponiamo che sia:

unzioni di pilt variabili & la

fley)= &

lim
X563 = (x,,)

allora il limite per (x,y) — (X9, ¥) della funzione ristretta a una qualunque curva
Passante per il punto (xp,y,) & sempre L. Quindi, in particolare, se il limite della
funzione ristretta a una curva non esiste oppure dipende dalla curva, allora pos-
siamo affermare che non esiste

im  flxy).

(o)) = ()
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Esempio 2.22

Dire se esiste
S
X°

lim —5—7.
() = (0.0)x" +y

e s a funzic (Ho37) i
Svolgimento. Consideriamo il limite per (x,y) — (0,0) della funzione f(x,y)
stretta alla retta di equazione y = mx. Si ha:

: i I
= - P .
P m2E T 1+ m?

i i0¢ ar il limite dato non esiste.
Tale limite dipende da m, cio¢ dalla retta. Dunque il li .

il limi a funzione ristretta a una
Si potrebbe essere tentati di pensare che, se il limite della funz\lone 11l.stletL :(m ;:
E] o N o - i v o1 a s ~
qualunque retta passante per |’origine & sempre lo stesso (ed € uguale
: |
eventualmente uguale anche a = ©0), allora anche

lim  f(x,y) = L.
{xy) — (0‘0)}(( i

Cio non & vero, come mostra il seguente esempio.

Esempio 2.23

Dire se esiste
! 2y
umn 7 T
(x,y) = (0.0).\‘4 —+ Yy

il limi ; a funzi ata ristret-
Svolgimento. Consideriamo il limite per (x,y) %_ (0,0) della funz1;)ilfa(é P
ta ali'l retta di equazione x = 0. Tale limite & evidentemente ugug e 14 . o
c C d : . —— ' ) y
i fica rett a > y=mx. Si ha, pe
Consideriamo una generica retta di equazione )
m e R:

3 Xim
X-m . P e — 0
. 2 2 — 2 2
.\h—lv_I%)xJ' +m?x*  c-ox*+m

Dunque il limite per (x,y) — (0,0) della funzione data ristretta a una generic

- ’origine e lea0. ‘
retta passante per I’origine e ugua e I
gonsideriamo adesso il limite per (x,y) — (0,0) della funzione data
alla parabola di equazione v = x2. Tale limite vale:



: 1
lim—"— = lim 1 2 1
TG bt g2 3
Pertanto il limite richiesto non esiste.
0
L’esempio precedente chiarisce ulteriormente aleuni aspetti del calcolo dei limitj
$€ vengono usate le coordinate polari.
Ponendo
xX=rcosf
¥y =rsing,

s1 ha, sostituendo tal valori nella funzione dell’esempio precedente:

320
. 1> cos” Psin ¢
lim ————"_

- rcos®fsin )
r=0r?(rtcos?@ + sin’ ()

-ﬁ_*_*__i = U.
r~0r2cos*@ + sin2g = ¥
Quindi il limite vale () perogni 0 & [0,27] Tuttavia esso non & uniforme rispetto a
0, altrimenti esso esisterebbe (per il Teorema 2.5),

Pertanto dire “uniforme rispetto al”none uivale a dire “per ogni g,
p q per og

2.6 Integrali dipendenti da un parametro

Nel Volume L, studiando 1e

proprieta degli integrali, abbiamo
nuita e la derivability delja

seguente funzione integrale

F(x) = j f0di, x € [a,p),

iabili, che rappresenta
una generalizzazione della funzione integrale precedente. Piti preci
dieremo:

Flxvz) = [ "‘:f(t,z)dt. EWHEE [a,b], z € [¢,q],

Supponiamo che ]a funzione
fla,b] X [e,d] — R

sia continua nell’insieme R = la,b] X [

¢,d]. Ricordando che il prodotto carte-
siano R = [a,b] % [e,d] & definito come:

(s veda la Figura 2.21).

U AT T UGS U U

[a.b] X [e.d] = ((12) € R%:( € [a,b], 2 € [c,d])

&

db----

o

=
B[S
-

Figura 2.21

bro dell’ultima espressic
i 't rale che compare al secondo’mem ‘ ‘
N('}tlamgrcggéiufi:ge la,b], z & [c,d], poiché la funzione f(1,z), ;:or;fllrfi:i
gy bl £ . s i . a
Ef)lrf;t: fIianiOI]e della sola 1, € continua per ogni z € [c,d]; dunque
X, ¥,7) € ben definita. i _ bt

glat;aflgo gmczle che, se la funzione f(z,z) & funmgne dtj;lla goha r te S:efvolume
| (i“unzione F (data) diventa proprio la funzione integrale definita

a

i [I"inizio di questo paragrafo. . ' N
rlcorgii t;]ilb provare 2he la funzione F(x,y,z) & confinua nell’insieme
= X la.b] X [c,d]. _ - e
Pr(Eii’ei]amo %ale risultato in un caso particolare nel caso generale la dimos
¢ analoga, a parte una maggior laboriosita e simbologia.

unzi ontinua. Consideria
i X [e,d] — R una funzione ¢
Teorema 2.6. Sia f:[a,b] ;
la funzione

b
= t,7)drt.
F@) = [ f2)
Allora funzione F:[c,d] — R cosi definita é continua (in [c,d] ).
3 > = ;i h
Dimostrazione. Fissiamo z, € [c,d]; dobbiamo provare che
Zligrg F(z) = F(zp)-

e . . . - a’b X [c,
Poiché la funzione f(t,z) & continua nell insicme Ch\lllSO? llm;trz:]té)nge c(])ntjnua_
allora per il Teorema di Cantor segue che f(7,z) & uniform ,



