Esercizio: funzione integrale (A)

Data la funzione integrale:
F(z) = f (1 + sin®¢) tant dt
0

determinare l'insieme di definizione, I'insieme di derivabilita e gli intervalli
di monotonia.
Calcolare inoltre

lim F(z)

T

Soluzione

La funzione integranda ¢ definita e continua per z # 7 +km, e poiché il primo
estremo di integrazione & x = 0, la funzione integrale & definita e continua in

(—%, %) dove ¢ anche derivabile.

F'(z) = (1 + sin®z) tanz

(1+sin’z) >0 Vze (-%%)

F'(z) > 0 ovvero la F' & crescente per 0 <z < I;
F'(z) < 0 ovvero la F & decrescente per —2 < z < 0.

lim F(z)= lim [ (1+sin®¢)tantdt
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Ponendo z = cost, dz = — sintdt
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Esercizio: massimi e minimi vincolati per funzione
in due variabili (A)

Determinare i punti di massimo e minimo assoluti della funzione

2 {22
=7 (2 -2)
limitatamente al quadrato @ di vertici (0,0), (2,0), (2,2) e (0,2).

Soluzione

La funzione & definita e continua su tutto R2.
Poiché il quadrato ) & chiuso e limitato, per il teorema di Weierstrass la funzione
ammette massimo e minimo assoluti su @.

Si cercano prima eventuali punti stazionari interni a Q.

{ folz,y) = e® D% (z — 1) = 0

fu(z,9) = 2(y — 1)e-1? (% _ m) 0

=
7=

L'unico punto stazionario & il punto P(1,1), che & interno a Q.
Le derivate seconde sono:

fm(fﬁ,y) = e(y_l)z
Feu(2,9) = Fou(z,9) = 2(y — 1)e®@1?(z — 1)
Fou(z,y) = 207 (2(y — 1)2 + 1) (%% - $)

e quindi il determinante della matrice Hessiana calcolata in P &

1 0

Hy(1,1) = I 6L

‘:—1<0

ed essendo negativo, il punto P & un punto di sella, in cui la funzione vale

f,1)=~2

Si studiano ora i punti di massimo e minimo sulla frontiera di Q.



e Segmento da (0,0) a (2,0): n(t) = (¢,0), t € [0,2].
fn® =e(5-1¢)

flb,(#) = e(t —1) = 0 per t = 1, punto di minimo, in cui la funzione vale

Fln(l) = =35
Agli estremi: f|,,(0) =0e f|,,(2) =0.

e Segmento da (0,2) a (2,2): 7(t) = (¢,2), t € [0,2].
Stessa. cosa.

e Segmento da (0,0) a (0,2): v3(t) = (0,t), ¢t € [0,2].

s (#) = 0.
e Segmento da (2,0) a (2,2): v4(t) = (2,t), t € [0,2].
flya(t) = 0.

Ricapitolando, i punti (1,0) e (1, 2) sono punti di minimo assoluto, mentre tutti
i punti dei segmenti s e 74 sono punti di massimo assoluto di f su Q.
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Esercizio: equazione di Bernoulli (A)

Risolvere il seguente problema di Cauchy:
Y'(z) + ;5 y(@) = 77 v (=)
y(0) = 333

Soluzione

L’equazione proposta € di Bernoulli con parametro a = 2.

La soluzione stazionaria particolare y = 0 non & soluzione del problema di Cauchy.

L’equazione e definita per z # 3 e £ # —1 e poiche il punto iniziale zg = 0 &

compreso tra -1 e 3, si cerca la soluzione nell'intervallo I = (-1, 3).

Risolvendo 'equazione si ha, dividendo per y*:

1
S +:1:—3y z+1
Cambio di variabile: z = y~! Z=—y
Si ottiene I'equazione lineare in 2:

il 1

z—-3° o+l

Fattore integrante (utilizzato il fatto che z € I):

i

e—f mlfsd:z: = In|z—-3| _ e In(3-z) _ .
3—zx

Moltiplicando per il fattore integrante:

T et 1 1
z ===
33—z r+13—zx

z(z)=(3-m)[fmd:c+c} ceR

1 A - BE Az-2A+Bz+B
(z+1)(z—-3) z+1 z-3  (z+1)(z—3)
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ol i) U (—4($1Jrl)+4($1_3))dz+c] ceR

z(m)(3—3:){—iln|w+l|+iln|w—3|+c] c€R
z(m)ﬁ(S—x)[—%1n(:ﬂ+1)+iln(3—m)+c] ceR (zel)
i) = (3—2) E In (i;?) -I-c] ceR

Tramite la trasformazione inversa y(z) = z7!(z) si ottiene:
y(z) = . ceR
(3-2)[11n(G5) +¢

Imponendo ora la condizione iniziale:

0) = 2 _ 41
A 3ln3 ~ 3(ZIn3+c)

e quindi la soluzione del problema di Cauchy é:

1

BRI )

che & definita in (—1,1) U (1, 3) e dunque & soluzione locale in (—1,1).




