SOLUZIONI COMPITO del 10/01/2019
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU

ENERGETICA
TEMA A
Esercizio 1
Osserviamo che _ _
1—i=+2e /%, 1+ V30 = 2e7/3
Pertanto,
o—Tim/48 :
—im 17imw /48

z:4ﬁe /4:4Le—7iﬂ/12:i. ¢ ’
eim/3 \/i \575 e411'71'/48 ,
65im /48

Esercizio 2
La funzione proposta ¢ definita e continua per tutti gli z € R in cui il denominatore non si annulla, cio¢ per

22 —4 40, ovvero C.E.(f) = (=00, —2) U (=2,2) U (2, +00). Inoltre,
—8+logb—4

lim r)= lim ————— =400, = x = —2 e asintoto verticale;
r——2% f( ) z——2% 74(93 + 2) v
8+ logh—4
lim f(z) = lim etlogb—2 _ +oo, = x = 2 ¢ asintoto verticale;
a2+ a2t 4z —2)
3
lim f(z)= lim — = +oco, = non c¢’¢ asintoto orizzontale;
r—+oo r—+oo 1’2
3
m= lim ﬂ: lim — =1,
r—+oo I r—+o0 {ES
3 2 2
z® +log(2+2°) —x
1= mEI:Eoo[f(x) N mx] o :EEI:EOO x2 —4 -
. 23 +log(2+2?) —2? — 23 +4x ) x2
= hm = hm —— =-1.
r—+oo 33'2 —4 r—+o0 ,7;2

Quindi, la retta obliqua y = x — 1 & asintoto obliquo a +oo.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata ¢ data da A? + 8\ + 16 = 0 ed ha per soluzione A\ = —4.
Pertanto, l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(z) = Cre™® + Come™4*. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) = Az%e™4%,
da cui y,(z) = Ae ™ (2z — 4z?) e y)(x) = Ae *"(2 — 162 + 1627). Inserendo nell'equazione completa,
otteniamo
Ae (2 — 162 + 162° 4 162 — 3222 + 1622) = 2% | da cui A = 1.

Pertanto, l'integrale generale dell’equazione completa sard dato da y(z) = Cie™* 4 Come™4* 4 g2e~47,

Calcoliamo, ora,

y(x) = (2 +a?)e™™ (C1 + Cox + 2?)e 4 — (2 + 22)e "

mggloo e—4z mkrzloo e—4z
= lim (01—2+CQ$):6 — (1=8,0,=0.
T——00

Quindi, esiste un’unica soluzione dell’equazione proposta soddisfacente la condizione richiesta ed essa e della
forma y(z) = (8 + 2?)e~ 42,



Esercizio 4
Ricordando che

log(1+1t) =t t2+ﬁ3 t4+ (t*) t = si
0 =t——+—-——+o0 con t = sinz;
& 2 "3 14 ’ ’
t3
sint:t—§+0(t4), cont = x;
si ricava
2 o33 o4
log(l—i—sinx):sinx—(sm;c) +(su;w) —(SHZC) + o((sinz)*)
3 - 4o(@h)?  (r—L 4ot (z— L +o(zh))
I CEL. £2.CINCEE R30I CEL S0
R A A 4
“eog gttty o e

Pertanto, il polinomio cercato sard P(z) = x — $2? + ta® — Lat.

Esercizio 5
i) Per I'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

ii) Sia F: R — R la funzione definita da
Flz) = / (ch — 1)f/(t) dt.
0

Poiché f € C}(R) ed & strettamente crescente, si ottiene che f’(x) > 0, per ogni x € R. Pertanto, dal
Teorema di Torricelli si ricava
>0 per x > 0;
F'(x) = (em—l)f’(x){zo per z = 0;
<0 per x < 0.
Pertanto, = 0 ¢ punto di minimo assoluto per F e, poiché F(0) = 0, si ricava subito che F' > 0 in

tutto R.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che

—1+i =234, V3 —i=2e"/6,
Pertanto,
o~ 11im/48
2e—im/6 4 ] e131'7r/48 ,
__ 4 — —1lim/12 — &/9 .
= \/ V2e3im/4 Ve =2 @37im/48
oBlim/48

Esercizio 2
La funzione proposta ¢ definita e continua per tutti gli € R in cui il denominatore non si annulla, cio¢ per
% —16 # 0, ovvero C.E.(f) = (—o0, —2) U (—2,2) U (2, +00). Inoltre,

64 + log 5 — 48

xilrgi flz) = ziu;nZi “320r 1+ 2) = Foo, => x = —2 ¢ asintoto verticale;
—64 +logb — 48
xllgli flz) = xllgli % = Foo, = x = 2 & asintoto verticale;
. . =220 oo .
lim f(z)= lim . = Foo, = non c’e asintoto orizzontale;
r—too r—+oo I
—9xd
m = lim ﬂz lim x =-2,
r—Foo I z—too 5
) ) —22° + log(3 + |x|) — 32*
. =225 +1og(3 + |z|) — 32t + 225 — 322 . 3zt
= lim = lim ——— =-3.
r—+oo x4 — 16 z—too g
Quindi, la retta obliqua y = —2x — 3 & asintoto obliquo a +oo.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata e data da A2 — 6\ + 9 = 0 ed ha per soluzione \ = 3.
Pertanto, l'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yg(x) = C1e3® + Cowe®®. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) = Az?e?® da
cui yp,(x) = Ae?*(2z + 327) e y)/(x) = Ae®*(2 + 12z + 92°). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae®*(2 + 122 + 92 — 122 — 1827 4+ 92°) = 6e**, dacui A = 3.

Pertanto, integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(x) = C1e®* + Cyze3® 4 3223, Calco-
liamo, ora,

y(z) — (1 +32%)e* (Cy 4 Cyx + 322)e3® — (1 4 322)e3”

zgl}rloo e3z - zglqpoo e3z
= hIJ’I_l (01—1+CQ.”L'):5 — (1=6,C,=0.
z—+00

Quindi, esiste un’unica soluzione dell’equazione proposta soddisfacente la condizione richiesta ed essa & della
forma y(z) = (6 + 322)e3®.



Esercizio 4

Ricordando che
t3

sint =t — 30 +o(t*), con ¢t = 2log(1 + x);
e
log(1+t)=t—§+§—z+0(t4), con t = x;

si ricava

(2log(1 +2))3

sin[2log(1 + )] = 2log(1 + =) — + o((2log(1 + ))%)

3!
2 3 4 2 3 4 3
8
=2 zx2+x3z+o(:v4)}6[xg+gx4+0(:54) + o(2?)
23 4 43
:2x—:c2+—§ f%f—g + 2% + o(2*)

Pertanto, il polinomio cercato sara P(z) = 2x — 22 — %xg’ + %x‘l.

Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Sia F': R — R la funzione definita da

F(z) = /11(t3 — 1) f"(t)dt.

Poiché f € C?(R) ed & strettamente concava, si ottiene che f”(z) < 0, per ogni # € R. Pertanto, dal
Teorema di Torricelli si ricava

<0 per x > 1;

Fl(z) = (:v?’l)f”(x){—() per z = 1;
>0 per z < 1.

Pertanto, = 1 ¢ punto di massimo assoluto per F' e, poiché F(1) = 0, si ricava subito che F' < 0 in
tutto R.



TEMA C

Esercizio 1
Osserviamo che

—1—i=+2e""/1, V3 +i=2e"/6.
Pertanto,
ol3im/48
i 37im /48
2:4\/565 /4:4iel3m/12:i. ¢ ’
2¢im/6 \/§ \8/5 e61i7r/48 ,
o85im/48

Esercizio 2
La funzione proposta ¢ definita e continua per tutti gli € R in cui il denominatore non si annulla, ciod per

2t — 4 #0, ovvero C.E.(f) = (—o0, —\/5) U (—\/5, \/5) U (v2, +00). Inoltre,

lim f(z)= lim 16v/2 + log(2 + ﬂ) —4
z——/2E ws—\/3E _8\/§(l‘+\/§)

=Fo0, — T = —v/2 & asintoto verticale;

= Too, = x = /2 ¢ asintoto verticale;

/275 z—/27F 8\/§($ — \@)
. . —daP C .
lim f(r) = lim —— =00, = non c'¢ asintoto orizzontale;
z—+o0 z—+oo I
— 45
m = lim Lx‘): lim v =—4,
z—+oo I z—+oo 0
. [ —4a® +log(2 + |z]) —a?
= xEI:Itloo[f(x) B ma:] o xl}r:iloo x4 —4 tdz
. —42% +log(2 + |z|) — 2t + 42° — 162 , x?
= hm = hm —— =-—1.
x—Foo ;C4 —4 r—+oo ;C4
Quindi, la retta obliqua y = —4x — 1 & asintoto obliquo a +oo.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta & un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata ¢ data da A2 — 8\ 4+ 16 = 0 ed ha per soluzione \ = 4.
Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(x) = Cie** + Cyze®. Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(x) = Ax?e*® da
cui yp(x) = Ae**(2z + 42?) e y)/ () = Ae*®(2 4 162 + 162?). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae*®(2 + 162 + 1622 — 162 — 3222 + 1622) = 8¢** |,  da cui A = 4.

Pertanto, I'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(z) = C1e*® + Cyxe?® + 42%e**. Calco-

liamo, ora,

y(z) — (3 4 8z2)et® (C1 + Cax + 42?)e’® — (3 + 42?)e'®

lim = lim

r—+00 edx r—+00 ede
:BIJP (C1—3+CQLC):3 < C1:6,02:0.

Quindi, esiste un’unica soluzione dell’equazione proposta soddisfacente la condizione richiesta ed essa ¢ della
forma y(z) = (6 + 422)e*®.



Esercizio 4
Ricordando che

t3
sinht:t—i—?—i—o(t‘l), con t = 2log(1 + x);
log(1+1t) =t t2+t3 t4+ (") t
o =t——+—-——+0 con t = x;
& 2 "3 1 ’ !

si ricava

(2log(1 +2))3

sinh[2log(1 4+ x)] = 2log(1 + z) + + o((21og(1 + z))*)

3!
2 3 4 2 3 4 3
8
=2 szrzgz4+0(x4)]+6{:17x2+2:1+0(1:4) + o(z?)
23 4 43
:2x7x2+%7%+%72x4+0(x4)

Pertanto, il polinomio cercato sara P(z) = 22 — 22 + 223 — %x‘l.

Esercizio 5
i) Per 'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.
ii) Sia F': R — R la funzione definita da

F(z) = /11(t3 — 1) f"(t)dt.

Poiché f € C?(R) ed & strettamente concava, si ottiene che f”(z) < 0, per ogni # € R. Pertanto, dal
Teorema di Torricelli si ricava

<0 per x > 1;

Fl(z) = (:v?’l)f”(x){—() per z = 1;
>0 per z < 1.

Pertanto, = 1 ¢ punto di massimo assoluto per F' e, poiché F(1) = 0, si ricava subito che F' < 0 in
tutto R.



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che

1+i=+v2e"/4, 1—V3i=2e""/3.
Pertanto,
o Tim/48
2e—it/3 : olTin/48
_ 4 — —7in/12 — &9 .
z V V/2eim/4 VaerTim V2 Qilin/48
o65im/48

Esercizio 2
La funzione proposta ¢ definita e continua per tutti gli x € R in cui il denominatore non si annulla, cio¢ per

22 —2#0, ovvero C.E.(f) = (—00, —v2) U (—v/2,v/2) U (v/2, +00). Inoltre,

—6v2+1og3 —4
lim f(z)= lim V2 +log = 400, = = = —V/2 & asintoto verticale;
z——/27F z——y/2% 72\/§(‘T + \/5)
6v2+log3 —4
lim f(z)= lim \f—&——og = 400, = = = /2 ¢ asintoto verticale;
z—V/2F /2T 2\/§($ - \/i)
: I o .
lim f(x) = lim —- = 400, = non c’¢ asintoto orizzontale;
r—+o0 r—+o0 J;2
3
m = lim 7f(x) = lim 3z =3,
r—+oco I r—+oo I
. . 323 + log(1 + 2?) — 222
¢= i /@) —ma]= lp 22 3
. 323 4+ log(1 + 2?) — 222 — 32 + 62 . 272
= lim = lim —— =-2.
r—r+oo ,’1}2 — 2 r—+o0 ,’1}2

Quindi, la retta obliqua y = 3z — 2 & asintoto obliquo a Foc.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta & un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, non
omogenea, la cui equazione caratteristica associata ¢ data da A% + 6\ +9 = 0 ed ha per soluzione A\ = —3.
Pertanto, 'integrale generale dell’equazione omogenea associata sard yo(z) = Cre 3% + Cyze 3%, Inoltre,
utilizzando il metodo di somiglianza, si ricava che una soluzione particolare sara data da y,(z) = Ax?e737 da
cui y, (z) = Ae™3*(2z — 32?) e y)/ (z) = Ae™3%(2— 122 +9z?). Inserendo nell’equazione completa, otteniamo

Ae™3(2 — 122 + 92% + 120 — 182% + 92%) = 4e7% | da cui A =2.

Pertanto, I'integrale generale dell’equazione completa sara dato da y(x) = Cre™3% + Come™3% + 212737,
Calcoliamo, ora,

y(z) — (4 +22%)e™ % (C1 + Cox + 222)e 3% — (4 + 222)e =32

TEI’_DOO e*3517 = IEIPOQ 673:12
= EIEI (Cl—4+02$):4 <~ C1:8702:0.

Quindi, esiste un’unica soluzione dell’equazione proposta soddisfacente la condizione richiesta ed essa ¢ della
forma y(z) = (8 + 22?)e 37,



Esercizio 4
Ricordando che

2 3 ¢t 4 .
log(l+t)=t— —+ — — — +o(t"), con t = sinh x;
2 3 4
t3
sinht:t—|—§+o(t4), con t = x;
si ricava
-h 2 .h 3 .h 4
log(1+sinhm):sinx—(Sm2m) +(sm3m) _(sm4x) + o((sinh z)*)
3 T+ Z 4 o(zh))? T+ 2 o(xt)?  (z4+ L +o(z))d
I BOPPNICES S S EaCh s S L
3! 2 3 4
x> 2?2 ozt 2 a2t 4
ety Ty gty T o)
5.4

Pertanto, il polinomio cercato sara P(z) =z — 222 + 323 — Sat.

Esercizio 5
i) Per I'enunciato e la dimostrazione si veda il libro di testo.

ii) Sia F: R — R la funzione definita da
Flz) = / (ch — 1)f/(t) dt.
0

Poiché f € C}(R) ed & strettamente crescente, si ottiene che f’(x) > 0, per ogni x € R. Pertanto, dal
Teorema di Torricelli si ricava
>0 per x > 0;

F'(z) = (" = 1)f'(x) { =0 perz=0;
<0 per x < 0.

Pertanto, = 0 ¢ punto di minimo assoluto per F e, poiché F(0) = 0, si ricava subito che F' > 0 in
tutto R.



