SOLUZIONI COMPITO del 10/02/2014
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Per poter scrivere I'equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione
nel punto z = 3; a tal fine, dopo aver osservato che f & continua in x = 3, in quanto

(log2)3(z — 3)? B

o log(1 + z%/9) arctan [3log (1 + (z — 3)?)]

el @-3) = Ty 70
im sin [(log 8)(x — )] = 0= /(3).

consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe

log[1 + (3 + £)2/9] arctan [3log (1 + °
. 1log[ +( +)/]azcan[ og (1+12)] _0]: lim |:(10g2)3t:|:10g8’
t—0—

Loi 8)t =log8.

lim %[Sin [(log 8)¢t] — 0} = lim

t—0t+ t—0+

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(z) = (log8)(z — 3).

Esercizio 2
Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e*» — 1 ~ ¢,,, con ¢,, = nQLH — 0, otteniamo

" 1 n 1
— Ipl/4 10yj4a [ ,n2+1 _1_ o~ [ 1/4740x _
1= [/ = ol (o sot) ~ 0 (e - )

0 se a < 1,
Nno‘(n—1>—1—>{1/2 sea=1
2 T oopl-a -
" 2n 2n +00 se a > 1.
Esercizio 3
Riscrivendo I'equazione differenziale nella forma y'(z) = = [y?(z) + 2], si ricava subito che essa &

un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per
separazione di variabili e integrando, otteniamo

1 1 1 T
— arctan(y(z)/V2] = = /751 ‘ :/7dx:—\/2—x2+0,
NG y(@)/v2] =5 - (LY i V2 — 2?2
V2
da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava ﬁ = % arctan1 = —/2 4 C, ovvero C = (7 + 8)/4V/2.

Pertanto, la soluzione cercata sara

y(x) = V2tan [71'/44—2 —V2¢/2 —332] .



Esercizio 4

Ricordando che tant = St

e che cos(6z) = 2cos?(3z) — 1, otteniamo

cost
™12 tan(3z) /12 % /12 gin(3x)
/ T 24 dx = / A AN L 2iaN dx = / 0082(61‘) dx
0 1+ tan®(6x) 0 %‘?Zlﬂ)(ﬁl) 0 cos(3z)
™/12 gin(3z) ™12 gin(3x)
= 2 cos®(3 —12d:/ 4 cos?(3z) — 4 cos®(3z) + 1] d
/0 cos(32) [2cos®(3x) — 1]° dx ; cos(37) [4 cos®(3x) cos*(3z) + 1] dx
m/12 m/12 w/12 s 3
:4/ sin(3x) cos®(3x) — 4/ sin(3x) cos(3x) —|—/ sin(3z) dx
0 0 0 cos(3x)
B _40054(335) ©/12  cos?(3x) |7/12 _ log[cos(3x)] /12
N 4-3 o 2.3 o 3 0
1 1 1
=3 [— cos* (/4) + 1+ 2cos?(m/4) — 2 — log[cos(m/4)]] = 13 + 6 log 2.

Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F' € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(z) = 2z[22f(2?) — 2% %] > 0,

dove l'ultima disuguaglianza e conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati
al comportamento per x — —oo (cioé per x < 0) e ricordando che per ipotesi f > 0 su tutto R, dividendo
per 23, ricaviamo

f@)—e™ <0 =  f@)<e

ovvero 0 < f(x?) < e 0, per x — —oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema dei due carabinieri.



TEMA B

Esercizio 1
Per poter scrivere I’equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione
nel punto z = 2; a tal fine, dopo aver osservato che f & continua in x = 2, in quanto

lim arctan [g(x — 2)} =0=f(2),

T2~
in|Z(3—x)|log |1+ tan?(x — 2 —2)2
im sin [2(3 — z)] log [1 + 7 arctan?(z — 2)] ~ lim 7(z —2) ~0.
a—2+ 2(x —2) z—2t+ 2(z —2)
consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe
1 2
lim f{arctan (Et) —O] = lim (r/2)t =7/2,
t—0— 1 2 t—0— t
1 |sin[Z(1—1t)|log[1 + 7arctan®t t?
lim ~ (30 —t)]log[t+ ]—0 = lim || = /2.
t—0+ 2t t—0+ | 2t2

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(z) = (7/2)(x — 2).

Esercizio 2
Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e*» — 1 ~ ¢, con &, = %L — 0, otteniamo

n3+2
n+1
4 n342
+l—e 4 ntl
<2n2+3 2n24+3 n3+4+2

an 1= (3 + (logn)?]e/6 [n3]o/6
4 n 0 se a > —4,
N(ﬁ_ﬁ)— ! —4 1 se a = —4
ne/2 o one/Ee +00 se o ; —4,

Esercizio 3
Riscrivendo I'equazione differenziale nella forma y'(z) = — \/:ffﬁ[yz(x) + 4], si ricava subito che essa &
un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per
separazione di variabili e integrando, otteniamo

1 1 / 1 2z
—arctan|y(z)/2] = - —d ‘ :—/7dx:—2\/:r2—4+6',
da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava § = %arctan 1=-2+4C, ovvero C' = (r+16)/8. Pertanto,

la soluzione cercata sara

y(x) = 2tan [71'/4 +4- 4\/@} .

Esercizio 4

Ricordando che tant = 1% ¢ che cos?(3z) = “EHL  otteniamo
- . sin(6x) - sin(6z)
/24 tan(6x) do — /24 cos(6x) dr — /24 cos(6z) d
T+ tan2(30) Cos? Ba)+sin?(3) ¥ 1
0 0 T co2(3z) 0 cos? (3z)
:/”/24 sin(6x) cos? (3 da = /”/24 sin(6z) cos(6x) + 1
0 cos(6x) 0 cos(6x) 2
1/ 1 [™/?* sin(6x) cos(6x) [7/24  log[cos(6x)] |7/24
=z in(6z) do + - do = — -
2 /0 sin(6z) de + 2 /0 cos(6x) ’ 2-6 lo 2-6 0
1 1 1
=— — 4)—1+1 D =——F%=+ 5+ 5 1log2.
D [ cos(m/4) + log[cos(/4)]] 2v3 + B + 51 198



Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(z) = 25(:[:1:263”2 —22f(2?)] <0,

dove l'ultima disuguaglianza & conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati
al comportamento per x — +oo (cioe¢ per x > 0), dividendo per z3, ricaviamo

e —f@?) <0 = e < f(a?),

U

ovvero f(x?) > e * 400, per x — +oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema del confronto.



TEMA C

Esercizio 1

Per poter scrivere ’equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione
nel punto x = 4; a tal fine, dopo aver osservato che f e continua in x = 4, in quanto

lim —ilog l+7(4—2)]=0=f(4),

r—4-
i sin [Z(5 — «)] arctan? [log (1 + /7 (z — 4))] ~ tim m(z —4)? o,
x4+ 4(x —4) a—at 4z —4)

consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe

1 1 t
lim g{—ilog(l—wt)—O] = lim W—t:w/él,

t—0— t—0— 4
i 1 |sin [Z(1 —t)] arctan? [log (1 + /7 t)] ol = tim mt? I
t—0+ t 4t t—0+ | 4t2

Pertanto, ’equazione della retta tangente sara y(x) = (7/4)(z — 4).

Esercizio 2
Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e» — 1 ~ ¢,,, con &, = sn571 — 0, otteniamo

T
2 2n3 44
e tl—e _2 _ _n_
<5n2+4 5n2+4 2n3+4
~J

an =

[n1/3 + (logn)4]%« [n1/3]9
(L_L) 1 0 se > —2/3,
5n2 2n3
~ =— — < —1/10 se v =—2/3
3o 3a+2 ’
K 10n —00 se a < —2/3.
Esercizio 3 )
Riscrivendo 1'equazione differenziale nella forma y'(z) = 7% [yT(I) + 1}, si ricava subito che essa

& un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per
separazione di variabili e integrando, otteniamo

(7 O TS Ry —
3arctan[y(z)/3] = </1+(g)2 dy) ‘y:y(x)— \/md 2y/(z+1)24+9+C,

3r

da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava °f = 3arctanl = —6 + C, ovvero C' = (37 + 24)/4.

Pertanto, la soluzione cercata sara
2
y(x) = 3tan [ﬂ/4+2 ~3 (x+1)2 +9} .

Esercizio 4

Ricordando che tant = 2L ¢ che cos?(2z) = %, otteniamo

T/16 tan(4z) /16 Zg;(i? /16 ili(iﬁ)
————dr = S CED N - ) dr
0 1+ tan?(2x) 0 cos?(2z) +sin? (2x) 0 L

cos?(2x) cos?(2z)
_/”/16 sin(4x) C082(2$) dp — /”/16 sin(4z) cos(4x) + 1 dx
0 cos(4z) 0 cos(4x) 2
1 /16 1 [m/16 sin(4z) cos(4x) |7/16  log[cos(4x)]|™/16
— i 4 d = d = - -
2/0 sin(4z) $+2/0 cos(4z) z 2.4 lo 2-4 0
L [cos(m/4) — 1 + log[cos(m/4)]] ! + = + ! log 2
= — — Vi - u = T3 = Q 1/ :
S g 82 8 16 %



Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(z) = 25(:[:1:263”2 —22f(2?)] <0,

dove l'ultima disuguaglianza & conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati
al comportamento per x — +oo (cioe¢ per x > 0), dividendo per z3, ricaviamo

e —f@?) <0 = e < f(a?),

U

ovvero f(x?) > e * 400, per x — +oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema del confronto.



TEMA D

Esercizio 1
Per poter scrivere ’equazione della retta tangente, dobbiamo innanzitutto calcolare la derivata della funzione

nel punto x = 1; a tal fine, dopo aver osservato che f e continua in x = 1, in quanto
log(1 + #%)sin [2log (1 + (z — 1)?)] i (log2)2(z — 1)? 0
= lim ——————— =0,

lim =
1= (x—1) a—1- (x—1)
liI?Jr arctan [(log4)(z — 1)] =0 = f(1),

consideriamo il limite del rapporto incrementale, cioe
1 [log[l + (1+t)3]sin [2log (1 + ¢2 log 2)2t2
R I N

lim —

t—0— t t—0— t2
1 (log4)t

1 7[ tan [(log 4)t] — 0} — lim ~22° 4.
Jim,_ = | arctan |(log4)t] ot 8

Pertanto, I’equazione della retta tangente sara y(z) = (log4)(z — 1).

Esercizio 2
— 0, otteniamo

Tenendo conto della gerarchia degli infiniti e del fatto che e** —1 ~ ¢, con &, = ;5 +2

n+41
2 T\ n2+2 3 21 n+ 1 3
= -1 -1 ~ -
o i= [ = Tog(a")" ) e (-
0 se a<1/2
3 2 ’
~ n2e <712_> == = 2 sea=1/2,
neen n —00 se a>1/2.
Esercizio 3 )
Riscrivendo 1’equazione differenziale nella forma y'(x) = % [y—(w) + 1}, si ricava subito che essa e

un’equazione del primo ordine a variabili separabili, priva di soluzioni singolari. Procedendo, quindi, per

separazione di variabili e integrando, otteniamo
1 +1)
/ | CLS @+1)2+1+C,
y= y(x)

1+(j§>2dy V@ +1)2

da cui, imponendo la condizione iniziale, si ricava @ = V3arctanl = 1 + C, ovvero C

V3arctan[y(z)/V3] =
= (V31 — 4)/4.
Pertanto, la soluzione cercata sara

yie) = V3tan [/t = St S AT

Esercizio 4
Ricordando che tant = 3L ¢ che cos(4z) = 2 cos?(2z) — 1, otteniamo

m/8 t 9 m/8 sin(2z) /8 9
/ an(2z) )da: z/ ___cos@x) dx z/ sin(2z) COSQ(SZ‘) dx
0 0 0

1+ tan?(4x %‘E?f‘;(sw) cos(2z)

/8 sin(2x ™% sin(2x
_/0 2] 2 cos®(22) — 1> dw = /0 cos(éx)) [4cos(22) — 4 cos?(22) + 1] dar

B cos(2x)
w/8 w/8 /8 o 9
:4/ sin(2z) cos®(2x) — 4/ sin(2z) cos(2x) +/ sin(2z) dx
0 0 o  cos(2x)
~cost(2z) /8 N 40082(295) /8 log[cos(2x)] /8
4-2 o 2-2 o 2 0

1 1 1

=3 [— cos*(m/4) + 1+ 2cos®(m/4) — 2 — log[cos(m/4)]] = ~3 + 1 log?2.



Esercizio 5
Poiché f € C°(R), la funzione integrale F € C*(R) e, dal Teorema di Torricelli e dal teorema di derivazione
della funzione composta, si ha
F'(x) = 2z[x? f(2?) — x2e_w2] >0,

dove l'ultima disuguaglianza & conseguenza del criterio di monotonia. Tenendo conto che siamo interessati

al comportamento per x — —oo (cio¢ per z < 0) e ricordando che per ipotesi f > 0 su tutto R, dividendo

per 23, ricaviamo

2

@) —e <0 = f@)<e ™,

ovvero 0 < f(2?) < e’ 0, per x — —oo. Il risultato segue, quindi, dal teorema dei due carabinieri.



