SOLUZIONI COMPITO del 10/02/2015
ANALISI MATEMATICA I - 9 CFU

ENERGETICA
TEMA A
Esercizio 1
Ricordando che per x — 0

. o 1'3 3 o 1 1
sm:cf:cngro(:r), con x = fcos(ﬁ),

x?2  azt b 6 L
cosx:177+zfa+o(x), con z = —=,

an = {1_(:05(%)] B [1‘309’6(%)}3 +0<{1_COS(%)]3>
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Esercizio 2
Ricordando che

sinht ~ ¢, con t = 22 — 9 oppure t = log(4 — 2), x — 3,
log(1+1t) ~t, cont=3-z, x— 3,
expt—1~t, cont:sinh(log(4—ac)),ac—>3,
otteniamo
, sinh(z? — 9) , z? -9 . (x+3)(z—3)
lim - = lim — = lim =
2—3 explsinh (log(4 — x))] =1 «—3sinh (log(4 —x)) =2—3 log(4—x)
6(x —3) 6(x —3)
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o3 logl + (3 —x)] «o8 3-—u

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica & 4\2 — 3 = 0, che ha come soluzioni A\ = +4/3/2. Pertanto, l'integrale generale
dell’omogenea associata sard y,(z) = CyeV3%/2 4 Che™V3%/2 Inoltre, tenendo conto che (cosz)? — (sinz)? =
cos(2z), otteniamo che una soluzione particolare dell’equazione completa sara della forma y,(z) = A cos(2z)+
Bsin(2z), da cui, derivando due volte ed inserendo nell’equazione completa otteniamo —16A cos(2x) —
16Bsin(2x) — 3Acos(2x) — 3Bsin(2z) = 38cos(2x), che fornisce A = —2 ¢ B = 0. Quindi l'integrale
generale dell’equazione proposta sara y(x) = C; eV32/2 4 Che=V32/2 _ 9 cos(2x).

Infine, poiché e~V32/2 _, () mentre eV3%/2 +00, per £ — 400, e il cos(2z) & limitato su tutto R, I'integrale
generale si manterra limitato per x — 400, se e solo se C7; = 0. Quindi ci sono infinite soluzioni dell’equazione
differenziale proposta soddisfacenti alla condizione richiesta e sono date da y(z) = CheV37/2 — 2 cos(2z)
con Cy € R.



Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che il dominio di F ¢ tutto R, poiché 1 + z? > 1 per ogni z € R e quindi, se
t € [1,14 2?], si ha che t > 0, per cui sono ben definiti v/¢ e log v/t ed, inoltre, 1 + |t # 0.
Per studiare gli eventuali estremanti, cominciamo a calcolare la derivata di F', che grazie al Teorema di
Torricelli ed al teorema di derivazione della funzione composta, risulta essere

log? 1+ 22 — log V1 + 2
x
141+ 22|
log v+ 22(log vVI+ 22 — 1) >0 se —veZ —1 <z <0 oppure z > ve2 — 1,
x

21 22 =0 se x = 0 oppure x = +ve2 — 1,
<0 se x < —ve2 —1 oppure 0 < z < ve2 — 1.

2

Fl(z) =2

=2

Quindi z = 0 & punto di massimo relativo e x = ++/e? — 1 sono punti di minimo relativo.

Esercizio 5
Poiché f € CY(R), la funzione integrale F' € C%([0,+0o0)); quindi, una condizione necessaria e sufficiente
affinché essa sia concava & che F”'(z) < 0, per ogni x > 0. Utilizzando il Teorema di Torricelli, ricaviamo

Flo)= [ fe)ds+ i), F'a) = @) + ).
0
Imponendo che la derivata seconda sia non positiva e tenendo conto della positivita di f, otteniamo

F(2)
o) =

Integrando, ora, ambo i membri tra 0 e x > 0, tenendo conto della condizione iniziale e della monotonia
dell’integrale, si ha

f@)+ (@) <0 = fl(z) < —f(2)

B f(z) ﬁ B T (b B x - .
log[f(:c)]f/1 7 7/0 o dt < /0 ldt=—2 <<= f(x)<e™™.

Abbiamo quindi ottenuto 0 < f(z) < e™*, per x > 0.



TEMA B

Esercizio 1
Ricordando che per x — 0
3

sinhx:er%Jro(:EB), con z =1 — cosh (==73),
2 4 6
2?2t 6 L
COSh$:1+?+E+a+O(l‘)7 COHZ:W’

otteniamo
3

: L] 1= cosh ()] LT
an, = _1—cosh (n5/2)] + 5 n +o0 {1—cosh (W)]
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Esercizio 2
Ricordando che

sint ~ ¢, con t = 22 — 4 oppure t = log(zr — 1), © — 2,
log(1+1t) ~t, cont=x — 2 oppure t = sin(log(ac - 1)), T — 2,

otteniamo
. log[1 + sin (log(z — 1))] . sin (log(z — 1)) i log(z — 1)
lim - = lim —°" Wy o 7
=52 sin(a? — 4) 2 (22 —4) a—2 (x4 2)(z — 2)

i 8@ =) =2
T2 4(x —2) z—2 4(x — 2)

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica & 4\? + 3 = 0, che ha come soluzioni A = :I:z\/g/ 2. Pertanto, l'integrale ge-
nerale dell’omogenea associata sara y,(z) = Cj cos(v/3z/2) + Cysin(v/32/2). Inoltre, tenendo conto che
sinx cosz = %sin(23&)7 otteniamo che una soluzione particolare dell’equazione completa sara della forma
yp(x) = Acos(2z) + Bsin(2z), da cui, derivando due volte ed inserendo nell’equazione completa otteniamo
—16Acos(2z) — 16 Bsin(2z) + 3A cos(2x) + 3Bsin(2x) = 26 sin(2x), che fornisce A = 0 e B = —2. Quindi
I'integrale generale dell’equazione proposta sara y(z) = C; cos(v/3x/2) 4+ Cy sin(v/3z/2) — 2sin(2z).

Infine, poiché cos(v/3z/2) e sin(v/3x/2) sono periodiche di periodo 47/+/3 e sin(2z) & periodico di periodo T,
Iintegrale generale sara di periodo m, se e solo se C; = C5 = 0. Quindi ¢’e¢ un’unica soluzione dell’equazione
differenziale proposta soddisfacente alla condizione richiesta ed ¢ data da y(z) = —2sin(2z).

Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che il dominio di F' & tutto R, poiché 22 > 0 per ogni = € R e quindi, se ¢ € [0, 2?],
si ha che ¢ > 0, per cui sono ben definiti v/# e log(1 4+ /%) ed, inoltre, 1+ t2 # 0.
Per studiare gli eventuali estremanti, cominciamo a calcolare la derivata di F', che grazie al Teorema di
Torricelli ed al teorema di derivazione della funzione composta, risulta essere

- log®(1 + |z]) — log(1 + |z)

F =2
(@) 1+ 24

>0 se—(e—1)<x<0oppurez > (e —1),
=0 se x = 0 oppure = +(e — 1),
<0 sex<—(e—1)oppure 0 <z < (e—1).

plog(l + |z)(log(1 + |z|) — 1)

=2
14 24

Quindi = = 0 & punto di massimo relativo e = £(e — 1) sono punti di minimo relativo.



Esercizio 5
Poiché f € CY(R), la funzione integrale F' € C%((—oc,0]); quindi, una condizione necessaria e sufficiente
affinché essa sia convessa ¢ che F"(x) > 0, per ogni < 0. Utilizzando il Teorema di Torricelli, ricaviamo

0
Fao) = [ f0)ds+ @), F'(0) =)+ o).
x
Imponendo che la derivata seconda sia non negativa e tenendo conto della positivita di f, otteniamo

£(2)
fa) =

Integrando, ora, ambo i membri tra x < 0 e 0, tenendo conto della condizione iniziale e della monotonia
dell’integrale, si ha

—f@)+f@2) 20 = fl@)<fl@) <

— 1o )| = ' ﬁf Ofl(t) ’ Y T e®
log[f( )]/f(:c)f T dtz/xldtf = flz) <e’.

Abbiamo quindi ottenuto 0 < f(z) < €%, per z < 0.



TEMA C

Esercizio 1
Ricordando che per z — 0
3

. x 3

sinhz =2+ o5 +0(2%),  conz=cosh (777) — 1,
2 4 6 . .

COShI=1+?+I+a+O($)7 con T = =73,

otteniamo

- 3
1 [cosh (77z) — 1]
ap = _cosh (W) — 1} + 6 +o0 cosh 7/2
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Esercizio 2
Ricordando che

sint ~ t, con t = 4x? — 1 oppure t = log(4x — 1), z — 1/2,
log(14+1¢) ~t, con t = 4z — 2 oppure ¢ = sin (log(4x — 1)), z — 1/2,
otteniamo
log[1 + sin (log(4z — 1))] . sin(log(4z — 1)) i log(4x — 1)
1 " = 1m = m — - =
z—1/2 sin(4x2 — 1) z—1/2 (422 — 1) z—1/2 224+ 1)(2z — 1)
log[l + (4z — 2 dxr —2
g LU =2 de=2
z—1/2 22z —1) e—1/2 222 — 1)

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica & 3\ + 4 = 0, che ha come soluzioni A = +i2/ V3. Pertanto, l'integrale ge-
nerale dell’omogenea associata sara y,(z) = Cj cos(2x/v/3) + Cysin(2x/+/3). Inoltre, tenendo conto che
sinx cosz = %sin(23&)7 otteniamo che una soluzione particolare dell’equazione completa sara della forma
yp(x) = Acos(2z) + Bsin(2z), da cui, derivando due volte ed inserendo nell’equazione completa otteniamo
—12Acos(2z) — 12Bsin(2z) + 4A cos(2x) + 4B sin(2x) = —16sin(2z), che fornisce A = 0 ¢ B = 2. Quindi
I'integrale generale dell’equazione proposta sara y(z) = C; cos(2z/v/3) 4+ Cy sin(2x/+/3) + 2sin(2z).

Infine, poiché cos(2z/v/3) e sin(2z/+/3) sono periodiche di periodo /37 e sin(2z) ¢ periodico di periodo 7,
Iintegrale generale sara di periodo m, se e solo se C; = C5 = 0. Quindi ¢’é un’unica soluzione dell’equazione
differenziale proposta soddisfacente alla condizione richiesta ed ¢ data da y(z) = 2sin(2x).

Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che il dominio di F' & tutto R, poiché 2* > 0 per ogni x € R e quindi, se ¢ € [0, z%],
si ha che ¢ > 0, per cui sono ben definiti v/ e log(1 + v/#) ed, inoltre, 1 + 2 # 0.
Per studiare gli eventuali estremanti, cominciamo a calcolare la derivata di F', che grazie al Teorema di
Torricelli ed al teorema di derivazione della funzione composta, risulta essere

log(1 + |a]) — log(1 + |])

/ _ 3
F'(z) = —4x L+ 28

<0 se—(e—1)<x<0oppurez > (e —1),
=0 se x = 0 oppure z = (e — 1),
>0 sex < —(e—1) oppure 0 < z < (e — 1).

_yp3log(t + |z])(log(1 + [a]) — 1)
1+ 28

Quindi z = 0 & punto di minimo relativo e z = (e — 1) sono punti di massimo relativo.



Esercizio 5
Poiché f € CY(R), la funzione integrale F' € C%((—oc,0]); quindi, una condizione necessaria e sufficiente
affinché essa sia convessa ¢ che F"(x) > 0, per ogni < 0. Utilizzando il Teorema di Torricelli, ricaviamo

0
Fao) = [ f0)ds+ @), F'(0) =)+ o).
x
Imponendo che la derivata seconda sia non negativa e tenendo conto della positivita di f, otteniamo

£(2)
fa) =

Integrando, ora, ambo i membri tra x < 0 e 0, tenendo conto della condizione iniziale e della monotonia
dell’integrale, si ha

—f@)+f@2) 20 = fl@)<fl@) <

— 1o )| = ' ﬁf Ofl(t) ’ Y T e®
log[f( )]/f(:c)f T dtz/xldtf = flz) <e’.

Abbiamo quindi ottenuto 0 < f(z) < €%, per z < 0.



TEMA D

Esercizio 1
Ricordando che per x — 0
3

T
. _ 3 _ 1
sing = — o +o(z”), conx—cos(—n3/2)—1,
2 4 6
T T T
— _ 6 _ 1
cosr=1— 5 + TR + o(z%), con T = —5,

otteniamo
3 3
1 eos () ~ 1] 1
ay, = |:COS (W) — 1] — 6 +o| |cos ) 1
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Esercizio 2
Ricordando che

sinht ~ ¢, con t =1 — 922 oppure t = log(122 — 3), z — 1/3,
log(1+1t) ~ ¢, cont=12x — 4,z — 1/3,
expt—1~1t, cont:sinh(log(12z73)),:c%l/?),

otteniamo
_ sinh(1 — 92?) , 1 — 922 . (1+32)(1 - 3x)
lim - = lim — = lim —————~ =
z—1/3 exp[sinh (log(12z — 3))] =1  «—1/3 sinh (log(12z — 3)) «—1/3 log(12z — 3)
2(1 — 2(1 —
(A=382) g, 20230

im = lim
a—1/3log[l + (122 —4)]  «—1/3 120 —4

Esercizio 3

L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del secondo ordine a coefficienti costanti, la cui
equazione caratteristica & 3A\2 — 4 = 0, che ha come soluzioni A\ = +2/ V3. Pertanto, lintegrale gene-
rale dell’'omogenea associata sard y,(r) = Clem/‘/g + C’ge_Q‘”/‘/g. Inoltre, tenendo conto che (sin $)2 —
(cosx)? = —cos(2z), otteniamo che una soluzione particolare dell’equazione completa sara della forma
yp(x) = Acos(2z) + Bsin(2z), da cui, derivando due volte ed inserendo nell’equazione completa otteniamo
—12Acos(2z) — 12Bsin(2z) — 4A cos(2x) — 4B sin(2x) = —32 cos(2z), che fornisce A =2 ¢ B = 0. Quindi
lintegrale generale dell’equazione proposta sara y(x) = C1e27/V3 4 Che=22/V3 4 9 cos(2zx).

Infine, poiché e22/V3 — 0 mentre e~22/V3 — 400, per & — —o0, e il cos(2x) & limitato su tutto R, l'integrale
generale si manterra limitato per x — —oo, se e solo se Cs = 0. Quindi ci sono infinite soluzioni dell’equazione
differenziale proposta soddisfacenti alla condizione richiesta e sono date da y(z) = Cye?*/ V349 cos(2x) con
Cy € R.

Esercizio 4
Innanzitutto, osserviamo che il dominio di F ¢ tutto R, poiché 1 + z* > 1 per ogni z € R e quindi, se
t € [1,1 + %], si ha che ¢ > 0, per cui sono ben definiti v/# e log v/t ed, inoltre, 1 4 |t # 0.
Per studiare gli eventuali estremanti, cominciamo a calcolare la derivata di F', che grazie al Teorema di
Torricelli ed al teorema di derivazione della funzione composta, risulta essere

log? V1 + 2% — log v/1 + 27
141+ 24

slog V1 + 23(log V1 + 2% — 1) <0 se 7\4/e4fl<:£<001i)pure:c>\4/e4—1,
= —4zr Sy =0 se x = 0 oppure z = £ve* — 1,
>0 se x < —vet —1 oppure 0 < z < Vet — 1.

7

4

F'(z) = —42®




Quindi z = 0 & punto di minimo relativo e x = £+v/e* — 1 sono punti di massimo relativo.

Esercizio 5
Poiché f € C1(R), la funzione integrale F' € C?(R); quindi, una condizione necessaria e sufficiente affinché
essa sia concava ¢ che F”(x) <0, per ogni > 0. Utilizzando il Teorema di Torricelli, ricaviamo

F(z) = / CH)ds+ @), F(2) = 1) + f(a).

Imponendo che la derivata seconda sia non positiva e tenendo conto della positivita di f, otteniamo

f@)+f (@) <0 = [f@)<-fla) <

Integrando, ora, ambo i membri tra 0 e z > 0, tenendo conto della condizione iniziale e della monotonia
dell’integrale, si ha

_ f(x)ﬁ B a:f/(t) - T o .
log[f(ac)]—/1 f_/o ) dt < /Oldt— x <= f(z)<e™".

Abbiamo quindi ottenuto 0 < f(z) < e~ %, per x > 0.




