SOLUZIONI COMPITO del 10/02/2016
ANALISTI MATEMATICA I-9 CFU
ENERGETICA

TEMA A

Esercizio 1
Chiaramente una soluzione dell’equazione proposta ¢ z = 0. Per z # 0, utilizzando, ad esempio, la rap-
presentazione esponenziale z = re'?, possiamo riscrivere I'equazione proposta nella forma 3r% = —rie??? =

r4ei(40+7) " che conduce al sistema

r=3,

=3, = (poiché z #0 = 7 #0)
oicne z T
P 0—(2k—1)r/4, keZ.

40+ 7 =0+2kr, ke Z,
Pertanto, le soluzioni cercate sono z = 0; % + i%, f% + z%
Esercizio 2

Riscriviamo
n2e
2«

1 n—1 n“* +1 1
C=(1 - ( log (1 )
“ ( +na+5> P\ og( +na+5>

Osserviamo che, per a < 0

n3 1
1 1 ~ —log(l+1
7 og( +na+5> - og(l1+1/5) =0,
per a =0
1 1+ ! 21 (1+1/6) =0
o —— | ~—lo
n—1 % 1+5 n 08 ’
e per a> 0
n2e 4+ 1 n2e 1 1 0 se a < 1;
n= ne + nen n +o0 se a > 1.

Pertanto, si ricava
1 se a < 1;
ap — 4 € se a = 1;
400 se a > 1.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Considerando la
condizione iniziale, si ricava subito che il problema di Cauchy avra un’unica soluzione (per ogni n € N)
definita in (—1,400). Tenendo conto che

/ _ dx = —log(xz + 1) /(2 — 322)e logl@H) g — / 2 3a” dzr = —§x2 + 3z —log(z+ 1)
z+1 z+1 2 ’
dove 'ultimo integrale e stato calcolato osservando che
2—3x2:_ 332_|_a:—$—2/3:_3$(l‘+1)+3x—|—1+2/3—1:_3x+3_ 1 ’
z+1 z+1 z+1 z+1 z+1

utilizzando la formula risolutiva, ricaviamo l'integrale generale

3 3
y(z) = Celos=+h) 4 elog(”l)[—iaj2 +3z—log(x+1)]=(x+1)|C— 5332 + 3x — log(x + 1)



Imponendo ora la condizione iniziale, otteniamo

0=y(1l/n)=1/n+1) [C—QSLQ—Fz—log(l/n%-l)} = C =3/2n* —3/n +log(1/n+1)

ovvero

3 3 3
oz +log(l/n+1) — ixQ + 3z — log(z + 1)] .

@) = @+ 1) |52

Infine,
. . 3 3 9
lim ny,(2/n)= lim n(2/n+1) T—E+10g(1/n+1)—12/2n +6/n —log(2/n+1)

n—-4oo n—-4oo
1 6+6 2 I 2 9 9
=4+ —-——" = lim n|=-—-—=| =
2n2 n n n?2 n n

Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & continua sull’intervallo [1,+00), dobbiamo stabilire solo quale sia il suo
comportamento all’infinito. A tal proposito osserviamo che

/ 1 11 1
3/ 9 _.2/3 _ .2/3( 3 L La2/3s Lt
Vat+1—x T < 1—5—332 1) T 3 22 3x4/3_>0 per x — +o0,

dove abbiamo utilizzato che (1+¢)* — 1 ~ at, per t — 0, con t = 1/2? e a = 1/3. Questo fatto ci permette
di affermare che la funzione integranda e definitivamente positiva e, tenendo conto che sint ~ t, per t — 0,
con t = V22 + 1 — z2/3, ricaviamo

1
Sin( 3\/ 372"_]. —552/3) ~ 3\/ ‘T2+1 _x2/3 ~ 374/3
X

che, per il criterio del confronto asintotico per gli integrali, ci assicura che l'integrale proposto converge, per
confronto con l'iperbole di esponente 4/3 > 1.

Esercizio 5
L’affermazione A) ¢ falsa poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

1 1 1
2V 1 ~ = ~ =
f( n -+ Ogn) ( /771 T 1og ’fl)2 n+ logn n )

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie armonica, diverge. Basta
quindi scegliere come controesempio semplicemente f(z) = 1/z% + 2/23.
L’affermazione B) & vera poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

1 1 1
f(W/n)g(1 +logn) ~ — (V)2 (1+logn)®  n(logn)®’

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie di Abel di esponenti p =1
e ¢ =3 > 1, converge.
L’affermazione C) & falsa poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

F) 0 = (s + s+ ()~ o (3) =2 (3)

quindi, scegliendo come controesempio, f(z) = 1/22+2/2% e g(x) = —1/2® + 1/(2®log x), si ottiene

FR) + 9 = s+ s~ 1 Tt~

VP TP WP (Warlog v w2 nlogn " mlogn’

che, per confronto con la serie di Abel di esponenti p = 1 = ¢, diverge.




TEMA B

Esercizio 1
Chiaramente una soluzione dell’equazione proposta ¢ z = 0. Per z # 0, utilizzando, ad esempio, la rap-

presentazione esponenziale z = re'’, possiamo riscrivere ’equazione proposta nella forma r* = —3r3¢e30 =
3r3e!39+m) che conduce al sistema
3rd =t r=3,
= oiché z A0 = r #0
{30+7r=0+2k7r, kelZ, (b 7 70) {9_(2k—1)7r/3, kelZ.

Pertanto, le soluzioni cercate sono z = 0; —3; % + z%,
Esercizio 2

Riscriviamo
n+2

1 LR <n+21 1 ! )
Ay = — — =ex o) — — .
nie — 2 P\ne 3™ n3® — 2

Osserviamo che, per a < 0

n-+ 2 1 n
1 1——— ) ~=1log(1+1/2) —
nt? og( nga_Q) " log(1 +1/2) - +0,
per o =0
2
%log(l—kl)wglog@)—)—i—oo,
e per a >0
"2 1 no 1 1 0 se a > 1/4;
. 310g 1-— 3(1_2 N*iaﬁzfﬁ*) —1 SeOé:]./4,
ne + " nen K —00 se a < 1/4.
Pertanto, si ricava
1 se o > 1/4;
o 1/e se a=1/4;
" 0 se 0 < o < 1/4;

+00 se o < 0.

Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta ¢ un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Considerando la
condizione iniziale, si ricava subito che il problema di Cauchy avrad un’unica soluzione (per ogni n € N)
definita in (—1/2,+00). Tenendo conto che

(R P———

dr+1)(2zx+1
/ 4_i elog(2z+1) d;gz/mdx:%z_2x+310g(x+1),
z+1 z+1

dove 'ultimo integrale & stato calcolato osservando che

(4z+1)(2z+1)  82*+6x+1 78x2+x—x+3x/4+1/878x(x+1) 221
z+1 B r+1 B rz+1 x4 rz+1
cr1-1-1/2 3

—8r—2+ ——

=8z —2 ,
v r+1 z+1



utilizzando la formula risolutiva, ricaviamo l'integrale generale

y(x) = Ce™l08atl) 4 o=loe(et 4,2 _ 95 4 3log(x 4+ 1)] = [C +42% — 22 + 3log(z + 1)] .

2z +1
Imponendo ora la condizione iniziale, otteniamo
1
0=y(2/n)=m [C +16/n” —4/n + 3log(2/n + 1)] = C = —16/n* +4/n — 3log(2/n + 1)
ovvero )
yn(x) = T 1 [—16/n* 4+ 4/n — 3log(2/n + 1) + 42° — 2z + 3log(z + 1)] .
Infine,
. _ . e 2 _ 2 _
nll)r—‘,r—loo(n + Dyn(1/n) = ngTan/n 1 [—16/n® +4/n — 3log(2/n + 1) + 4/n” — 2/n + 3log(1/n + 1)
. 16 4 2 4 2 3 . 1 12
= lm n|l-——w+—--3-+—=—-——+—|= lim n|————|=-1.
n—-oo n2 n n n? n n| notoo n n?

Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & continua sull’intervallo [1,+00), dobbiamo stabilire solo quale sia il suo
comportamento all’infinito. A tal proposito osserviamo che

. . 1 511 1
3/ 5 5/3 _ ,5/3[ 3 . 5/3 _
Vee+1l—-z" =z ( 1+x5 1) T 3965—310/3%0 per x — +o00,

dove abbiamo utilizzato che (1+¢)*—1 ~ at, per t — 0, con t = 1/2° e a = 1/3. Questo fatto ci permette di
affermare che la funzione integranda e definitivamente positiva e, tenendo conto che arctant ~ t, per t — 0,

con t = /2% + 1 — 25/3, ricaviamo
3
. . . T 1
2 arctan(Vad +1 — 23 ~ a3 (Vb +1—-a23) v = —
310/3 31/3
che, per il criterio del confronto asintotico per gli integrali, ci assicura che I'integrale proposto diverge, per

confronto con l'iperbole di esponente 1/3 < 1.

Esercizio 5
L’affermazione A) ¢ vera poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

2
2 4
2
1 ~ o —_— ~
Pntiogn ~ ()~ 5

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie armonica generalizzata
di esponente p = 2 > 1, converge.
L’affermazione B) ¢ falsa poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

w108 -G ) 0 (3) (3
(

quindi, scegliendo come controesempio, f(z) = 2/x — 1/2? e g(z) = 2/x + 1/23, si ottiene
2 1 2 1 1 1 1
VIV = et e R e R T
che, per confronto con la serie armonica, diverge.
L’affermazione C) & vera poiché, per le ipotesi fatte, si ha che
2 2 4

nlogn 1+ n - n3/2logn’

f(nlogn)g(1+4+v/n) ~

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie di Abel di esponenti
p=3/2>1eq=1, converge.



TEMA C

Esercizio 1

Chiaramente una soluzione dell’equazione proposta ¢ z = 0. Per z # 0, utilizzando, ad esempio, la rap-

presentazione esponenziale z = re®

r3ei(39+m) che conduce al sistema

3 =3rt,
30+7m=0+2km, keZ,

Pertanto, le soluzioni cercate sono z = 0; —%; % +1
Esercizio 2
Riscriviamo
n242

Osserviamo che, per a < 0

n2+21 )
AR PN _
n4(x+4 ) n20¢_
per a =0
n?+2 1
1 11— ——

5 Og( 1-3

e per a>0

n?+2 1 1 1
n4a+4 0g n2a

Pertanto, si ricava

1
o 10

“+00

Esercizio 3

, possiamo riscrivere ’equazione proposta nella forma 3r* =

= (poiché z #0 = r #0) {

N

TL2
~ o —
-3 n4a n2a

3310 _

r=1/3,
0=02k—-1)r/3, keZ.

2
n
3) ~ T log(1+1/3) — 400,

n2
~ — log(1+1/2) = +o0,

5

1 0 se o> 1/3;
=———5 > —1 se a =1/3;
nee-
—00 se v < 1/3.
se a>1/3;
se a=1/3;
se0<a<1/3;
se a < 0.

L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Considerando la
condizione iniziale, si ricava subito che il problema di Cauchy avrad un’unica soluzione (per ogni n € N)

definita in (—1/4,400). Tenendo conto che

[ p——

/ (3 2 )elog(4x+1) de — / 4z +1)(3x + 1)
z+1

r+1

dx = 62° — 5z + 6log(z + 1),

dove I'ultimo integrale ¢ stato calcolato osservando che

(4z+1)(Bz+1) 1222+ 7z +1 712:c2+:£—:c+7x/12+1/12712x(x+1) bz -1
z+1 B z+1 B z+1 N z+1 z+1
:12x_5L1_1/5:1253_5_|_L7
Tz +1 z+1



utilizzando la formula risolutiva, ricaviamo l'integrale generale

y(x) = Ce™loslatl) 4 o=loeMatD(6,2 _ 55 4 6log(x 4+ 1)] = [C + 627 — 52 + 6log(z + 1)] .

4z +1
Imponendo ora la condizione iniziale, otteniamo
1
Ozy(l/n):m [C+6/n” —5/n+ 6log(1/n+1)] = C = —6/n*45/n—6log(1/n+1)
OVVero 1
yn(z) = o [—6/n* 4+ 5/n — 6log(1/n + 1) + 62° — 5z + 6log(z + 1)] .
Infine,

. o 1 2 2
nll}rf@@n + Dyn(2/n) = Jim Snm [-6/n® +5/n — 6log(1/n+ 1) + 24/n°~10/n + 6log(2/n + 1)]

6 5 1 24 10 2
= lim 3n|—— + > — 6=+ — — — +6=
n?2 n n?2 n n

) 1 18
= lim 3n -+ | =3.
n——+0o n n
Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & continua sull’intervallo [1,+00), dobbiamo stabilire solo quale sia il suo
comportamento all’infinito. A tal proposito osserviamo che

. . 1 11 1
5/°3 _.3/5 _.3/5( 5 S o3/ L
Vi +1l—z"° =z ( 1+x3 1) T 5963—512/5%0 per x — +o00,

dove abbiamo utilizzato che (1+¢)*—1 ~ at, per t — 0, con t = 1/2% e a = 1/5. Questo fatto ci permette di
affermare che la funzione integranda e definitivamente positiva e, tenendo conto che arctant ~ t, per t — 0,

cont = /23 +1— 23/, ricaviamo
2
. T 1
a?arctan( Va3 +1 —2%/%) ~ 2?(Va3 +1 - 235 v o = ——
5x12/5 5x2/5
che, per il criterio del confronto asintotico per gli integrali, ci assicura che I'integrale proposto diverge, per

confronto con l'iperbole di esponente 2/5 < 1.

Esercizio 5
L’affermazione A) ¢ vera poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

2
2 4
2
1 ~ o —_— ~
Pntiogn ~ ()~ 5

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie armonica generalizzata
di esponente p = 2 > 1, converge.
L’affermazione B) ¢ falsa poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

w108 -G ) 0 (3) (3
(

quindi, scegliendo come controesempio, f(z) = 2/x — 1/2? e g(z) = 2/x + 1/23, si ottiene
2 1 2 1 1 1 1
VIV = et e R e R T
che, per confronto con la serie armonica, diverge.
L’affermazione C) & vera poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

2 2 4
nlogn 14++/n  n3/2logn’

f(nlogn)g(1+4+v/n) ~

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie di Abel di esponenti
p=3/2>1eq=1, converge.



TEMA D

Esercizio 1
Chiaramente una soluzione dell’equazione proposta ¢ z = 0. Per z # 0, utilizzando, ad esempio, la rap-
presentazione esponenziale z = e, possiamo riscrivere ’equazione proposta nella forma r3 = —3re?? =
3rtei40+7)  che conduce al sistema

37“4:7‘3, - ( iché 7&0 . #0) ’/‘:1/3,
oiché z r
0+7=0+2%nr, ke, P 0=2k—1)r/4, keZ.
s —0 1 11 i1
Pertanto, le soluzioni cercate sono z = 0; 3\/§iz3ﬂ, 3\/§i23\/§.

Esercizio 2
Riscriviamo

3a
n°Y42
3o

=1+ 1 B (n +2, 1+ ! )
[ n204+4 = exp n2+1 og n20‘+4 .

Osserviamo che, per a < 0

3a
wlog<1+ngo}+4> ~%10g(1+1/4)%0,
per a =0
nzillog(l—&—li4> N%log(l+1/5)—>0,
epera>0
A 1 e 1 1 0 sea <2
n2+110g<1+n2a+4)NnQnQa:nQa_>{l se a = 2;
400 se a > 2.

Pertanto, si ricava
1 se a < 2;
a, — { e se a = 2;
~+00 se o > 2.
Esercizio 3
L’equazione differenziale proposta € un’equazione lineare del primo ordine non omogenea. Considerando la

condizione iniziale, si ricava subito che il problema di Cauchy avrad un’unica soluzione (per ogni n € N)
definita in (—1,+00). Tenendo conto che

/ <x i 1) dxr = —log(z + 1) /(1 — 4z?)eloe@H) g — /

dove 'ultimo integrale e stato calcolato osservando che
1 — 422 ?+rx—x—1/4 z(z+1) r+14+1/4-1 3

- — 4 4 — dpd-
z+1 r+1 z+1 + r+1 T r+1’

utilizzando la formula risolutiva, ricaviamo l'integrale generale
y(z) = Celosl@tl) 4 elos@+) 92 4 4y — 3log(x +1)] = (z + 1) [C —22% + 42 — 3log(z + 1)] .
Imponendo ora la condizione iniziale, otteniamo
0=1y(2/n) = (2/n+1)[C —8/n*+8/n—3log(2/n+1)] = C =8/n?—8/n+3log(2/n+1)

ovvero

1 —4a?
r+1

dx = —22% + 4x — 3log(x + 1),

Yn(z) = (x + 1) [8/n® — 8/n + 3log(2/n + 1) — 22% + 4o — 3log(z + 1)] .

Infine,
lin 2ny,(1/n) = lim 2n(1/n+1) [8/n* — 8/n + 3log(2/n + 1) — 2/n* +4/n — 3log(1/n + 1)]
n——+0oo n o0
= lim 2nif§+3273+é73l = lim 2n fl+£ =-2.
n—r+oo n2 n n n?2 n  n| notoo n  n?



Esercizio 4
Poiché la funzione integranda & continua sull’intervallo [1,+00), dobbiamo stabilire solo quale sia il suo
comportamento all’infinito. A tal proposito osserviamo che

1 11 1
a3 =l 1~ = —
+1—z T < 1+ 3 1> T 123 19 0 per x — +o0,

dove abbiamo utilizzato che (1 +t)* —1 ~ at, per t — 0, con t = 1/23 e a = 1/4. Questo fatto ci permette
di affermare che la funzione integranda & definitivamente positiva e, tenendo conto che sint ~ t, per t — 0,
con t = Va3 + 1 — z3/4, ricaviamo

] . 1
sin(vad +1— a3 ~ Va3 +1— 2%/ ~

4x9/4

che, per il criterio del confronto asintotico per gli integrali, ci assicura che l'integrale proposto converge, per
confronto con 'iperbole di esponente 9/4 > 1.

Esercizio 5
L’affermazione A) & falsa poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

1 1 1
1 ~ = Nf’
f( \/TL+ Ogn) ( /7n+logn)2 nJrlogn n

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie armonica, diverge. Basta
quindi scegliere come controesempio semplicemente f(z) = 1/z% + 2/a3.
L’affermazione B) & vera poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

1 1 1
f(W/n)g(1 +logn) ~ — (V)2 (1+logn)®  n(logn)®’

e quindi la serie proposta, avendo il termine generale asintotico a quella della serie di Abel di esponenti p =1

e g =3 > 1, converge.
L’affermazione C) & falsa poiché, per le ipotesi fatte, si ha che

F) +0m) = o+ s+ ()~ o (3) =2 (3)

quindi, scegliendo come controesempio, f(x) = 1/x? +2/2% e g(z) = —1/2% + 1/(2% log z), si ottiene

/) 1 21 1 _ 2 3 N 3
PV o) = e e~ e T e ee v w7 e ™ mlogn

che, per confronto con la serie di Abel di esponenti p =1 = ¢, diverge.




