SOLUZIONI COMPITO del 10/07/2009
ANALISI 1 - INFORMATICA 12 CFU + AUTOMATICA 5+5 CFU
ANLISI 1 (I MODULO) - INFORMATICA + AUTOMATICA 5 CFU

TEMA A
Esercizio 1
Osserviamo che possiamo scrivere 0 = 26 — (% + @z) 22 = [24 — (% + 7‘32)} 22 . Pertanto, le soluzioni
richieste saranno date dall’unione delle soluzioni delle due equazioni z* 5 + f ) =0 e 22 = 0; la seconda

ha come soluzione z = 0, mentre la prima ha come soluzioni le 4 radici quarte del numero complesso % + @z

Poiché § + @z = e'™/3 &i ricava

a1 ; i T ;13 ;19
T S g it/3 — [atls. i15 7. 15T, i1
5 + z e e'12; e ;e ;e .

o - z ;
Quindi le soluzioni cercate saranno zy =0, 2o =¢€'1z, 2z3=¢€'12", z4=¢€27, z5=c¢

Esercizio 2
La funzione proposta ¢ una funzione continua su tutto R\ {0} e derivabile su tutto R\ {-1,0,2}, in
quanto ottenuta attraverso operazioni algebriche e composizione di funzioni continue e derivabili. Pertanto,
cominciamo a studiare la continuita in 2 = 0. Utilizzando lo sviluppo asintotico e3* — 1 ~ 3z, otteniamo

lim f(z) = lir{)l+ Ve —2=-v72;

z—0t

11(e3* — 1 3 == f ha un salto in = 0.
lim f(z) = lmw: lim —m:?);
r—0~ r—0~ x r—0— X

Poiché f non e continua in z = 0, essa non sara neppure derivabile in tale punto. Resta, quindi, da studiare
la derivabilitad di f nei punti z = —1 e = 2. Calcolando la derivata in R\ {—1,0, 2} si ottiene

[sign(x + 1)(e3* — 1) + 3|z + 1]e**]z — |z + 1|(e3® — 1)
2

r< -1, —-1<z<0

x
f(@) = |
_— 0<x<2, x>2
3/ (x —2)?
lim f'(z) = ?(6_3 -1) = x = —1 & punto angoloso;
Pertanto, el
lim f'(z) = +o0 = x = 2 ¢ punto di flesso a tangente verticale.
r—2%

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione x +— e*, con x = 2/n, otteniamo

2 2 4 2 4 8
2/n 2 3
n2 n3 n?2

2
Pertanto, si ricava a, := n? [(62/” -1)" = %} ~n? (% + 5% —-2%) = 2. Dal criterio del confronto asin-

totico con la serie armonica otteniamo che la serie proposta e divergente.

Domanda 1
L’ unica affermazione corretta ¢ la 2) poiché, come conseguenza del Teorema dei Carabinieri, si ottiene che il
prodotto di una successione infinitesima (nel nostro caso {a,}) e di una successione limitata (nel nostro caso
{b2}) da luogo ad una successione infinitesima. Prendendo, invece, a,, = 1/n e b, = 1/n? si contraddice I’
affermazione 1), mentre prendendo a, = 1/4/n e b, = 3 si contraddice la 3).



Esercizio 4
Osserviamo che la primitiva richiesta sara data da
ol = [ g 1[G L) _ ettt o7
0 14+ e4t /4 4 /4 4 64 )

dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato il cambiamento di variabile s = arctan(e?), da cui

ds = 2% dt, s(0) = /4, s(z) = arctan(e®®).
Esercizio 5
Calcoliamo
v 2 2in2¢g
lim c = lm —2 = tim 227w sin?6 =A,
(z,y)—(1,0) 2 + y2 —2x+1 (z,y)—(1,0) (ZE - 1)2 + y2 p—07+ p2 p—0t+

dove, nella prima uguaglianza, abbiamo utilizzato lo sviluppo asintotico v — 1~ y2, per y — 0, e nella
seconda, abbiamo effettuato un cambiamento di variabile in coordinate polari centrate nel punto (1,0).
Poiché il limite non esiste, in quanto dipende da 6 (cioe dalla direzione lungo la quale lo si calcola), si ricava
che la funzione non puo essere prolungata con continuita in Py.

Esercizio 6
Osserviamo che il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine
a variabili separabili, che pud essere riscritta nella forma y'(z) = —%xey(‘”). Tale equazione non ammette
soluzioni singolari; separando le variabili si ottiene

2 1 1
—e Y = /e_ydy = —g/xdx = —gxz +C = e V@ = 5582 +C.

Quindi lintegrale generale ¢ y(z) = — log (%2 + C’). Imponendo la condizione iniziale si ricava
log(1/2) =y(0) = —log (C) =  C=2;

pertanto la soluzione cercata sara y(x) = —log (%2 + 2).

Domanda 2
La soluzione del problema di Cauchy proposto non puo avere punti di massimo per > 0. Infatti, per ipotesi,
y(0) =3 > 0 e ¢'(0) = arctan3 > 0, quindi la soluzione parte da x = 0 con segno positivo e monotonia
crescente e, dall’equazione, si ricava che il segno della derivata prima & concorde con quello di y(z). Quindi
la soluzione non cambia monotonia fintanto che non diventa negativa, ma la funzione diventa negativa sono
dove decresce. Pertanto, per tutti i valori di z > 0 per cui la soluzione ¢ definita, essa restera positiva e
strettamente crescente.



TEMA B

Esercizio 1
Osserviamo che possiamo scrivere 0 = 2% 4 (\f f )z = [z + (\f f )] z. Pertanto, le soluzioni

richieste saranno date dall’unione delle soluzioni delle due equazioni 23 + ( 7 + f) =0ez=0;1la

seconda ha come soluzione z = 0, mentre la prima ha come soluzioni le 3 radici terze del numero complesso

I S D S B N S SR
7 fz Poiché 5~ zl=e , si ricava

Quindi le soluzioni cercate saranno z; =0, 2z =e'1z, 23 =¢€'12", 2z4=¢€"127,

Esercizio 2
La funzione proposta ¢ una funzione continua su tutto R \ {0} e derivabile su tutto R\ {—3,—2,0}, in
quanto ottenuta attraverso operazioni algebriche e composizione di funzioni continue e derivabili. Pertanto,
cominciamo a studiare la continuita in = 0. Utilizzando lo sviluppo asintotico log(1 + 3x) ~ 3z, otteniamo

lim f(z) = 11%1_ |z + 3|+ ¥/(x+2)2 = 3+ V4;

rz—0~ .

log(1 + 3 3 = f ha un salto in z = 0.
lim f(o) = lim 23D 3
r—0+ 1—>0+ X z—0t T

Poiché f non e continua in x = 0, essa non sara neppure derivabile in tale punto. Resta, quindi, da studiare
la derivabilita di f nei punti x = —3 e & = —2. Calcolando la derivata in R\ {—3, -2, 0} si ottiene

1+3a: —log(1 + 3x)

5 x> 0;
f'(@) = ’ )
SZQH(I+3>+W *OO<I<*3, *3<CC<*2, —2<x<0.
x
2 N
lim f'(z) = 41— 3 = x = —3 & punto angoloso;
Pertanto, z——3%
lim f'(z) = +o0 — x = —2 ¢ punto di cuspide.

r——2%F

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione z +— log(1 + z), con x = 3/n?,

otteniamo )
3 3 9 9 27
2 _ 4y _ 6
log <1+n2> = <n2—2n4—|—0(1/n )) —n4—n6—|—0(1/n).

Pertanto, si ricava a, := n* [log2 (1 + %) — %] ~ nt (i — 2T _ i) = _77 Dal criterio del confronto
asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1, otteniamo che la serie proposta e conver-
gente.

Domanda 1
L’ unica affermazione corretta ¢ la 3) poiché, come conseguenza del Teorema dei Carabinieri, si ottiene che il
prodotto di una successione limitata (nel nostro caso {a,}) e di una successione infinitesima (nel nostro caso
{1/b,}) da luogo ad una successione infinitesima. Prendendo, invece, a,, = 1/n e b, = /n si contraddice I’
affermazione 1), mentre prendendo a, =4 e b, = y/n si contraddice la 2).



Esercizio 4
Osserviamo che la primitiva richiesta sara data da

C2 arctan x

e2 arctan t) g2arctan 1

¥ cos 1 1
plx) = /0 (1+t2 e2arctant gy — 5/1 cossds = B sins‘1 = §[sin (e*2retan®) —gin1],

dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato il cambiamento di variabile s = e?2r°tant da cui ds =
2 arctant
2¢ dt, S(O) =1, S(x) — 2arctanw

e
Esercizio 5
Calcoliamo
] 1 2 2 2 2 0
i QOg(zA): lim %: lim %: lim cos’6 =4,
@n)—01) 224+ Y2 =2y +1  (@y—©1) 22+ (y—1)2 p=0t  p P07t

dove, nella prima uguaglianza, abbiamo utilizzato lo sviluppo asintotico log(1 + 22) ~ 22, per x — 0, e
nella seconda, abbiamo effettuato un cambiamento di variabile in coordinate polari centrate nel punto (0, 1).
Poiché il limite non esiste, in quanto dipende da 6 (cioe dalla direzione lungo la quale lo si calcola), si ricava
che la funzione non puo essere prolungata con continuita in Py.

Esercizio 6
Osserviamo che il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine
a variabili separabili, che pud essere riscritta nella forma y'(z) = %xe_y(‘”). Tale equazione non ammette

soluzioni singolari; separando le variabili si ottiene

ey:/eydy:g/xdx:ZxQ—i—C.

Quindi lintegrale generale ¢ y(z) = log (% + C’). Imponendo la condizione iniziale si ricava
—log(2) = y(0) = log (C) = C=1/2;

pertanto la soluzione cercata sara y(z) = log (% + 1/2).

Domanda 2
La soluzione del problema di Cauchy proposto non puo avere punti di massimo per < 0. Infatti, per ipotesi,
y(0) =1 >0e ¢y (0) = —2log2 < 0, quindi la soluzione arriva in z = 0 con segno positivo e monotonia
decrescente e, dall’equazione, si ricava che il segno della derivata prima ¢ discorde con quello di y(z). Quindi
la soluzione non cambia monotonia fintanto che non diventa negativa, ma la funzione puo diventare negativa
solo dove cresce. Pertanto, per tutti i valori di x < 0 per cui la soluzione ¢ definita, essa restera positiva e
strettamente decrescente.



TEMA C

Esercizio 1
) . i B R A O 1 . 4 _ 3 (1 1 . 4 . .
Osserviamo che possiamo scrivere 0 = z ( 7+ \/51) z {z ( 7+ IZH z* . Pertanto, le soluzioni
richieste saranno date dall’unione delle soluzioni delle due equazioni 2% — ( 7T f ) =0ez*=0;la
seconda ha come soluzione z = 0, mentre la prima ha come soluzioni le 3 radici terze del numero complesso

f f Poiché f \}EZ = ¢ei™/4 g ricava

1 1 3/ . ;o -9 .3 17
}— 4+ —i= Veim/t = {e'12; ' =¢'17; 1T},
V2 V2 ’ ’

Quindi le soluzioni cercate saranno z; =0, 2o =e'12, 2z3=¢€"'1", 24 =¢€"'12",

Esercizio 2

La funzione proposta ¢ una funzione continua su tutto R \ {0} e derivabile su tutto R\ {—3,—2,0}, in
quanto ottenuta attraverso operazioni algebriche e composizione di funzioni continue e derivabili. Pertanto,
cominciamo a studiare la continuita in = 0. Utilizzando lo sviluppo asintotico log(1 +4x) ~ 3z, otteniamo

lim f(z) = lirg_ |z + 2|+ ¥/ (x+3)4 =2+ V8l;

z—0~ .

loo(1 -+ 4 4 = f ha un salto in x = 0.
lim f(z) = lim 0BULFAD) g AT
z—0t I—>O+ 2x z—0+ 2T

Poiché f non e continua in x = 0, essa non sara neppure derivabile in tale punto. Resta, quindi, da studiare
la derivabilita di f nei punti x = —3 e & = —2. Calcolando la derivata in R\ {—3, -2, 0} si ottiene

1+4$ —2log(1 + 4x)
f(z) = A

x> 0;

. 4
SZQH(I+2>+W *OO<I<*3, *3<CC<*2, —2<x<0.
4 N
lim f'(z) =41+ = = x = —2 & punto angoloso;
Pertanto, w——2% 5
lim f'(z) = +o0 — x = —3 ¢ punto di cuspide.

r——3F

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione z + log(1 + ), con 2 = 2/n/?

otteniamo ,
2 2 2 4 8
2 _ _ 9/2
o (”W)‘(wz‘ns “””) =3~ o T/,

Pertanto, si ricava a,, := n®/? [log2 (1 + "32/2) — %] n5/2 (— — ng% — i) = —% . Dal criterio del con-

fronto asintotico con la serie armonica generalizzata di esponente 2 > 1, otteniamo che la serie proposta e
convergente.

Domanda 1
L’ unica affermazione corretta ¢ la 3) poiché, come conseguenza del Teorema dei Carabinieri, si ottiene che il
prodotto di una successione limitata (nel nostro caso {a,}) e di una successione infinitesima (nel nostro caso
{1/b,}) da luogo ad una successione infinitesima. Prendendo, invece, a,, = 1/n e b, = /n si contraddice I’
affermazione 1), mentre prendendo a, =4 e b, = y/n si contraddice la 2).



Esercizio 4
Osserviamo che la primitiva richiesta sara data da

03 arctan x

( ) B /m g3arctant it — 1 / 1 s — 1 . gdarctana B tan (e3arctana:) —tanl
A= o (1 +12)cos? (edarctant) =" 3 [ cos?s 0 g me B 3 ’
dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato il cambiamento di variabile s = edarctant " da cui ds =
3 gt 5(0) = 1, s(x) = edarctane,

1+t2 9 )

Esercizio 5
Calcoliamo
log(1 + 42 423 4p3 cos® 0
lim op(l+dz”) ) x = lim 27 _ lim 4cos?d =},
@y)—02) (22 +y2 —dy +4)3/2  @y—02) [22+ (y—2)23/2 o0t pP p—0F

dove, nella prima uguaglianza, abbiamo utilizzato lo sviluppo asintotico log(1 + 423) ~ 423, per x — 0, e
nella seconda, abbiamo effettuato un cambiamento di variabile in coordinate polari centrate nel punto (0, 2).
Poiché il limite non esiste, in quanto dipende da 6 (cioe dalla direzione lungo la quale lo si calcola), si ricava
che la funzione non puo essere prolungata con continuita in Py.

Esercizio 6
Osserviamo che il problema di Cauchy proposto & relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine
a variabili separabili, che pud essere riscritta nella forma y'(z) = %x%‘y(‘”). Tale equazione non ammette

soluzioni singolari; separando le variabili si ottiene

1
ey:/eydy:z/xgdmzzx?’—kC.

Quindi l'integrale generale ¢ y(x) = log (% + C’). Imponendo la condizione iniziale si ricava
—log(3) =y(0) =log (C) =  C=1/3;

pertanto la soluzione cercata sara y(z) = log (Iﬁ: + 1/3)

Domanda 2
La soluzione del problema di Cauchy proposto non puo avere punti di massimo per < 0. Infatti, per ipotesi,
y(0) =1 >0¢e 3y (0) = —2log2 < 0, quindi la soluzione arriva in z = 0 con segno positivo e monotonia
decrescente e, dall’equazione, si ricava che il segno della derivata prima ¢ discorde con quello di y(z). Quindi
la soluzione non cambia monotonia fintanto che non diventa negativa, ma la funzione puo diventare negativa
solo dove cresce. Pertanto, per tutti i valori di x < 0 per cui la soluzione ¢ definita, essa restera positiva e
strettamente decrescente.



TEMA D

Esercizio 1
Osserviamo che possiamo scrivere 0 = 2°+ (? + %z) z = [2’4 + (73 + %2)} z . Pertanto, le soluzioni richieste

saranno date dall’unione delle soluzioni delle due equazioni z* + (§ + %z) =0 e z = 0; la seconda ha come

soluzione z = 0, mentre la prima ha come soluzioni le 4 radici quarte del numero complesso — § — %z Poiché

—@ — 1i=¢"""/6 i ricava

4 \/g 1. A/ LT PR e e
5 —522\/e””/6:{e24 ;e elu™ @'z,

Quindi le soluzioni cercate saranno zqy = 0, 2o = e'21™, 23 =e'21", z4=¢'24"  z5=¢'24",

Esercizio 2
La funzione proposta & una funzione continua su tutto R \ {0} e derivabile su tutto R\ {-2,0,1}, in
quanto ottenuta attraverso operazioni algebriche e composizione di funzioni continue e derivabili. Pertanto,
cominciamo a studiare la continuita in 2 = 0. Utilizzando lo sviluppo asintotico e** — 1 ~ 4z, otteniamo

lim+ flx) = lim+ Vr—1=-1;
x—0 x—0
9l(etr _ 1 4 == f ha un salto in z = 0.
lim f(z) = lim 2= 1) = lim 2.2 =4;
z—0~ z—0~ 2x z—0~ 2T

Poiché f non e continua in x = 0, essa non sara neppure derivabile in tale punto. Resta, quindi, da studiare
la derivabilita di f nei punti z = —2 e = 1. Calcolando la derivata in R\ {—2,0,1} si ottiene

[sign(x + 2)(e** — 1) + 4|z + 2|e**]2x — 2|z + 2|(e** — 1)

f/(x): 1
5/ (x —1)%

r< -2, —-2<z<O0;

O<z<l, x>1.

lim f'(x)=7F (e) e x = —2 & punto angoloso;
Pertanto, w——2% 4
lim f'(x) = +o0

r—1%

x =1 & punto di flesso a tangente verticale.

I

Esercizio 3
Utilizzando lo sviluppo di Mc Laurin al secondo ordine per la funzione z — e*, con « = 3/y/n, otteniamo

— N2 39 2
(eg/f—l) :<1+\/ﬁ+2’n+0(1/n)_1> :E—FW—FO(I/TL?’/Q)

n

2
- o 3/Vn 9 9 27 9\ _ 27 -
Pertanto, si ricava a, := /n {(e IV 1) — n] ~ \/ﬁ(ﬁ + 57— 7) = <-. Dal criterio del confronto
asintotico con la serie armonica otteniamo che la serie proposta ¢ divergente.

Domanda 1
L’ unica affermazione corretta ¢ la 2) poiché, come conseguenza del Teorema dei Carabinieri, si ottiene che il
prodotto di una successione infinitesima (nel nostro caso {a,}) e di una successione limitata (nel nostro caso
{b2}) da luogo ad una successione infinitesima. Prendendo, invece, a,, = 1/n e b, = 1/n? si contraddice I’
affermazione 1), mentre prendendo a, = 1/y/n e b, = 3 si contraddice la 3).



Esercizio 4
Osserviamo che la primitiva richiesta sara data da

arctan(e3t) 3

(p(x) _ /x e3t 1 /arctan(c ’”)1 s — 1 Ogs arctan(e®®) B log (arctan(e?’””)) _ 10g(7‘l’/4)
o (1+e5t) /4 3 x/4 3 ’

dove, nella seconda uguaglianza, abbiamo utilizzato il cambiamento di variabile s = arctan(e®), da cui
ds 3(1+ 57 dt, s(0) = 7/4, s(x) = arctan(e®®).

Esercizio 5

Calcoliamo
e’ — 1 23 23 sin® 0
lim — — lim 2207 — lim 2sin®6 =
(z, y)L(Q 0) (22 +y2 — 4z + 4)3/2 (a:,y)lin(Q,O) [(z —1)2 +y2]3/2 pir(r)l+ p? pi)r(r)l+ sin® A
dove, nella prima uguaglianza, abbiamo utilizzato lo sviluppo asintotico 3%~ — 1 ~ 333, per y — 0, e nella

seconda, abbiamo effettuato un cambiamento di variabile in coordinate polarl centrate nel punto (2,0).
Poiché il limite non esiste, in quanto dipende da 6 (cioe dalla direzione lungo la quale lo si calcola), si ricava
che la funzione non puo essere prolungata con continuita in Py.

Esercizio 6
Osserviamo che il problema di Cauchy proposto e relativo ad un’equazione differenziale del primo ordine
a variabili separabili, che puo essere riscritta nella forma y'(z) = —%x%y(z). Tale equazione non ammette
soluzioni singolari; separando le variabili si ottiene

3 1 1
_e_y:/e_ydy:—5/x2dm:—3x3+0 = e_y(x)=3m3+0.

Quindi l'integrale generale ¢ y(z) = — log (% + C) Imponendo la condizione iniziale si ricava
log(1/3) = y(0) = —log (C) = C=3;

. N 3
pertanto la soluzione cercata sara y(x) = —log (% + 3).

Domanda 2
La soluzione del problema di Cauchy proposto non puo avere punti di massimo per > 0. Infatti, per ipotesi,
y(0) =3 > 0 e ¢/(0) = arctan3 > 0, quindi la soluzione parte da = 0 con segno positivo e monotonia
crescente e, dall’equazione, si ricava che il segno della derivata prima & concorde con quello di y(z). Quindi
la soluzione non cambia monotonia fintanto che non diventa negativa, ma la funzione diventa negativa sono
dove decresce. Pertanto, per tutti i valori di > 0 per cui la soluzione ¢ definita, essa restera positiva e
strettamente crescente.



