FEsercitazione 1

(15.10.2012)

Esercizio 1

Data I’ equazione del moto di un oscillatore armonico smorzato di mas-

sa m

mii = iel + f

~sm

dove

iel = —kzi, ism = —hai

con k (costante di richiamo) e h (coefficiente di smorzamento viscoso)
costanti positive, si studi l’andamento della soluzione al variare dei va-

lori assunti dal coefficiente di smorzamento viscoso.

L’ equazione del moto si scrive
mi+hit+kr =0 (1)

e ammette integrali del tipo & = e®. Sostituendo si ottiene 1’ equazione

caratteristica

mao? +ha+k=0 (2)

che ha radici
h h2 —4dmk
ap=—7—*—F7F——
’ 2m 2m

Al variare del segno del termine h? — 4mk risulta

a1 #az, aj,a2 €R se h > v4mk,
a] = ag, ap,az € R se h = v4mk,

a2 =pEiy, ai,az €C seh <V4mk,

Si vuole studiare la soluzione dell’ equazione differenziale (1) al variare
del coefficiente di smorzamento.

==
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Smorzamento forte

Si consideri il caso in cui h > v4mk. Le radici dell’ equazione caratteri-
stica sono reali e distinte
h h% — 4mk

Ly o

Qo = —-—
’ 2m 2m

e la soluzione puo scriversi

Vh*—4mk

2 VAZ—amk
z(t) = efﬁt(AehTt + Bef%t)

3)
con A e B costanti da determinarsi imponendo il rispetto delle condizioni
iniziali
x(O) = 0, a:(O) = I
Poiché e
z(t) = Ae®t + Be®?t | i(t) = Aage™! + Bage®?!

A e B sono soluzioni del sistema

A+ B =ux
a1 A+ asB = @
ossia ) )
QT — T Ty — 1T

B =

A= ,
a9 — Qg — Qg

La soluzione si scrive quindi

2(t) = Q2T0 = 0 ot " L0 = 1T0 Lyt (@)
a9 — o1 Qg — Q1

ed & rappresentata in figura 1. Il sistema tende asintoticamente verso la
posizione d’ equilibrio = 0, come peraltro evidente dalla (3).
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Smorzamento critico

Quando h = V4mk le radici dell’ equazione caratteristica sono reali e
coincidenti

h
ar=a2=-—57

Figura 1: grafico della soluzione (4).
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La soluzione pud essere ottenuta a partire dalla (4)

z(t) = lim x(t)

ag—r Q]
Si ottiene

z(t) = lim (agzo — d0)e™’ + (d9 — arzg)e®?’
Qagz—Qq a9 — (]

ossia una forma indeterminata del tipo 0/0. Applicando il teorema di
de L’Hoépital si ha

d
_— [(agl‘o — i‘o)ealt + (x'o — qu?o)(iaQt]

x<t) - Oz2h—>Ian d
dT@(aQ —a1)

= lim [xoea‘lt + (&0 — a1x0)tea2t]

da cui, posto a1 = ag = «
x(t) = [xo + (i — axg)t]e™ (5)

La figura 2 mostra il grafico della soluzione. Come nel caso di smorza-
mento forte, anche in presenza di smorzamento critico il sistema tende

asintoticamente verso la posizione d’equilibrio x = 0.

2p(t)

0 15 2

Figura 2: grafico della soluzione (5).

Smorzamento debole
Quando h < V4mk le radici dell’ equazione caratteristica sono comples-

h Vamk — h?

= — 4
1,2 2m ! 2m

se e coniugate

e la soluzione puo scriversi
Si ricorda la formula di Euler

A 4 —h? ) 4 — h? ia ..
x(t) = e_%t <ACOS @t + Bsin Wt) (6) e’ = cosa +isina
m m

da cui anche

Le costanti A e B si possono determinare con procedimento analogo a el 4 el
cosa = —————
2

—ia

quello gia visto nel caso di smorzamento forte, ottenendo
et — e

N A . ajoh 2m sing = ——
A= B = _ ) — 7 2
Z0, (330 + 2m) e (7) g
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La figura 3 mostra il grafico della soluzione ottenuta. Come gia riscontra-
to nei casi precedenti, il sistema tende asintoticamente verso la posizione

d’ equilibrio = 0.

15

Smorzamento nullo

Quando h = 0 I’ equazione caratteristica (2) diventa
ma? +k =0

ovvero

dove la quantita w prende il nome di frequenza ciclica. Le radici
o102 = Fiw
forniscono la soluzione
z(t) = Acoswt + Bsinwt (8)

Le costanti A e B possono essere desunte con il procedimento gia visto
oppure imponendo h = 0 nelle (7), ottenendo
A N T
A=z, B=22 (9)
w
Come mostrato in figura 4, il sistema oscilla intorno alla posizione d’ equilibrio
x =0, con periodo T' = 27/ w.

Confronto delle soluzioni

In figura 5 viene proposto un confronto dei risultati ottenuti nei quattro
casi considerati. Le soluzioni fanno riferimento alle medesime condizioni
iniziali e mostrano come nel passaggio da uno smorzamento forte a uno

smorzamento debole il moto diventi oscillatorio.

20

Figura 3: grafico della soluzione (6).
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Figura 4: grafico della soluzione (8).
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Figura 5: confronto delle soluzioni.

Esercizio 2

Si consideri in un piano verticale un punto materiale pesante vincolato

senza attrito a muoversi sull’arco di cicloide

{y(@) = RO+ Rsind

2(0) = R— Rcos® ’ b€ (=mm) (10)

Si vuole:

e scrivere e integrare I’ equazione del moto in termini dell’ ascissa cur-

vilinea s;

e determinare la reazione vincolare.

Ascissa curvilinea

Per definizione ¢

s—i/\/ g dy +(%)2d9

che, posto 8y = 0 e scegliendo il verso di percorrenza coerentemente con

il verso secondo cui cresce il parametro, si scrive

o= VG (@) ()

Poiché dalle (10) risulta

dy
de

= R(1+ cosb), % = Rsind (11)
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si ottiene
Si ricorda che
0 0
S:/ \/(R+RCOS€)2+<R81H0)2 d9 cos@:Qcoszifl
0
0
= \/iR/ V14 cos6 db
0

0
:\@R/ 1/21—’—7“)8‘9019
0 2
0
=2R/ /14 cos@ a0
0 2
o 9d

0
=4R - —
/0 cos 5

e quindi I’ ascissa curvilinea ¢

)
s(0) = 4R sin 3 (12)

Versore tangente

Il versore tangente e definito dalla relazione

_da
=T ds

Poiché il punto & vincolato ad appartenere a una curva, |’ orbita x = z(6)
& nota

z(0) = y(0)j + 2(0)k = R(6 +sinf)j + R(1 —cos )k

da e dy(6) 6 . d=(0) db
_ 4y\v)dv. #\v)dv
W) =30 32T a6 as®

o anche, in notazione compatta

= {o, 0) 0 0:(0) )
N " df ds’ df ds

Dalla (12) risulta

ds(6 0
2(9 ) = 2R cos 3
ossia
dé AN
1= <2Rcos 5) (13)
Utilizzando la (13) e le (11) si possono scrivere le componenti del versore
tangente
Si utilizzano le relazioni
dy(0)dé R(1 0 0
y:%df:(—'_icoz)zcosi sin9:2singcos§
5 2R cos = 0
2 cosf = 2cos® = — 1
d=(0)d9 _ Rsing _ . 0 2
= _ = —— = SINn —
df ds
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Nella base { i,7,k } il versore tangente si scrive quindi
- In altri termini

o 6 ol
tZ{O,cos2,sin2} z—cos2l+s1n25

Versore normale

11 versore normale ¢ definito dalla relazione
Per definizione, dato un vettore v, &

L ol := v/
- dt vll:==vv2
ds
con p(s) raggio di curvatura
1
S|
ds

Si calcola dapprima il vettore dt/ ds. Analogamente a quanto fatto in
precedenza ¢ possibile scrivere

dt {O dt, (6) d6 dtz(e)da}
ds T de ds’ df ds

on d,0) 1.6 dt,0) 1 0
() 1.0 ty() 1 6
o ~ 2y 9 2°%3
Risulta quindi
31 0
dty(9)de 1 g dez(0)do 1
g ds 4R 07 do ds 4R

ossia

la cui norma ¢

% = \/% % = L\/tanzgﬁ—l* o
ds||  Vds ds 4R 2 N 0
4R cos —
2
Il raggio di curvatura ha quindi I’ espressione
1 0
p(s) = @ = 4Rcos§
ds

mentre il versore normale nella base {;’, ik } si scrive

0
4R cos —
dt 2 0 . .0 0
ﬂ—p(s)g— 1R {O,—tan2,1}—{0,—sm2,cos2}

In altri termini

in 0+ cos 2k
n = —sin — COS —
n 4 L
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Riparametrizzazione

E necessario scrivere le componenti dei versori tangente e normale in
termini dell’ ascissa curvilinea. Dalla (12) si ottiene immediatamente

. S
Sl — = ——
2 4R
e quindi anche
2] s \2 Si ricorda che vale la relazione
cos? = =1— (—)
2 4R 20 20

cos” — +sin“ — =1
2 2

0
Poiché per 6 € (—m, ) & sempre cos 3> 0 si ha

g =i )

e i versori tangente e normale possono scriversi
In altri termini

T e L A ) IS e

2
. . 3 . . S . S
Proiezione dell’ equazione del moto sulla terna intrinseca n=-—mit 1- (T) k
e soluzione

Indicando con a,g e r i vettori accelerazione, gravita e della reazione

vincolare, 1’ equazione del moto si scrive
ma =mg+r (14)

Sfruttando I ipotesi di vincolo liscio (senza attrito) si ha anche

a = §t(s) + pi)n(s), g=—gk
r =rpn(s) + rpb(s)

avendo indicato con b(s)(= i) il versore binormale. L’equazione pura
del moto si ottiene pertanto proiettando lungo la tangente 1’ equazione
vettoriale (14)

mis':mg-t

Poiché &

_ SN S )= ™
mg't——mg’f'( 1= (37) “mk>—‘435

la legge oraria € soluzione dell’ equazione
Come emerge chiaramente

_mg s(t) confrontando 'equazione (15) con la
4R (8), il problema ¢ perfettamente

.. N . . analogo a quello dell’oscillatore
ossia il moto ¢ armonico del tipo ArMONnICo non Smorzato.

_ /9 in. /L
s(t) = Acos 4Rt+Bsm 4Rt (15)

mi(t) =
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con A e B costanti da determinare imponendo le condizioni iniziali
5(0) = S0, S(O) = $p

Nota la legge oraria & possibile calcolare le componenti r, ed rp del-
la reazione vincolare. La proiezione secondo la normale dell’ equazione
vettoriale (14)

32
m—s =mg-n+ry
p(s) =
con
= gt (i1 () k)= —may - (%)
Mmg-n=mmIRe\ Tyl ar) %)= AR
si scrive

mw:—mg 1— (4R) +rn

e permette di determinare la componente r, come
Si ricorda che il raggio di curvatura

/ ha espressione
4Ry /1 4R
Vo 4R

p(s) = 4R cos 4
2
s 2
Proiettando secondo la binormale 1’ equazione vettoriale (14) si ha =4Ry\/1— (E)
O0=mg-b+mp

e poiché g appartiene al piano del moto, ovvero ¢ g-b = 0, si ottiene im-

mediatamente rp, = 0. Nella base { (s),n(s),b(s )} la reazione vincolare
r si scrive quindi

7,:<m5‘25+mg 1- (4;)2>n(5)
4R

1*(@)

oppure in forma compatta
ms? W
. 0’—43 — +mg 17(@) 0
V- (r)

Esercizio 3

Un punto P di massa m é vincolato a muoversi senza attrito lungo una
guida rettilinea di un piano w orizzontale. Sia (O,x,y) un riferimento
cartesiano ortogonale di w e l’asse y la guida su cui st muove P. Il punto

e soggetto una forza elastica iel e a una forza di tipo coulombiana ic
2
fo=-kQP, f_=hvers OP/|OP|

con Q un punto dell’asse x con ascissa a costante, k costante di richiamo
e h costante della forza di Coulomb. Siano h,k,a tre costanti positive.

Supponendo che sia sempre y > 0, si vogliono determinare:
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e [’equazione del moto;

e le posizioni d’equilibrio;

e [’integrale primo dell’energia;

e la velocitda massima (in valore assoluto) raggiunta da P per le condi-

zioni iniziali y(0) = yo # ye (posizione d’equilibrio) i = 0, esplici-
tando il valore ottenuto per la posizione yg = 2(h/k)1/3,

Equazione del moto

Indicando con r la reazione vincolare della guida, con g il vettore acce-
lerazione e con g il vettore gravita, I’equazione del moto si scrive
ma=f,+f. +mg+r
da cui
ma = —kQP + h vers OP/||OP|*> + mg +r (16)

dove, per l'assenza d’attrito, r 1 j. Detto 2 I'asse ortogonale al piano 7
e osservato che
OP =yj, QP =yj—ai

¢ possibile proiettare 'equazione vettoriale (16) lungo le direzioni i, j, k
conk=iAj
0=ka+r,

J
k: 0=—-mg—+r,

|

da cui 'equazione di moto pura

b

my =
Le altre due equazioni delle (17) forniscono le reazioni vincolari
ry = —ka, 71,=mg
che in termini vettoriali si scrivono
r = —kai+ mgk
Posizioni d’equilibrio

Dalla seconda delle (17) si ricava ’equazione pura d’equilibrio

da cui

A A 1/3
3_h _ (I
Yy —k:>ye (k) (18)

Generalmente, per posizionare un

punto nel piano servono due
parametri. Nelle equazioni (17)
I'unica coordinata necessaria € y,
poiché esiste un vincolo olonomo
bilatero.
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Integrale primo dell’energia
L’energia cinetica T € pari a

1
T = §my2

Il campo di forze & conservativo e ’energia potenziale V' si scrive

1
V——/<};—ky>dy—h+ky2+c
Y y 2

con ¢ una costante generica che, senza perdere di generalita, puo essere

posta pari a 0. L’integrale primo dell’energia si scrive pertanto

1 h 1
E=T = -mi®+ = + —ky? 1
+V 2my —|—y+2y (19)

Velocita massima

Imponendo le condizioni iniziali y(0) = yo # ye, ¥ = 0 la (20) si scrive

E=—+-ky
yw 2
Poiché E = T + V & costante, la velocita massima viene raggiunta

in corrispondenza del minimo dell’energia potenziale (massima energia
cinetica), ovvero in corrispondenza della posizione y,
h 1

1 .
E=—+ §ky(2) = 7my3na$ +

h 1
. 2 i @)

- _|_ —
Ye 2
Per yo = 2(h/]€)1/3 lequazione (20) si scrive

h

b= 2(h/k)1/3

1 1/3\> _ 9,2/3,.1/3
+2kz(2(h/k) ) = o3

da cui, ricordando per y, la soluzione (18)

5 . 1 h 1 2
2p2/311/8 _ 2,02 7,{( Wk 1/3)
2 mema;r+<h/k)1/3+2 ( / )
e quindi
. 2
y?n,a:r = 7h2/3k1/3

m
La velocita massima in valore assoluto & infine pari a

2
lGmas| = | 2 p1/3).1/6
m

Tutte le forze posizionali sono
conservative. I punti di stazionariera
dell’energia potenziale V' sono punti
d’equilibrio.
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