
Esercitazione 1
(15.10.2012)

Esercizio 1

Data l’ equazione del moto di un oscillatore armonico smorzato di mas-
sa m

mẍi = fel + f sm

dove
fel = −kxi, f sm = −hẋi

h

k

m i

x

con k (costante di richiamo) e h (coefficiente di smorzamento viscoso)
costanti positive, si studi l’andamento della soluzione al variare dei va-
lori assunti dal coefficiente di smorzamento viscoso.

L’ equazione del moto si scrive

mẍ+ hẋ+ kx = 0 (1)

e ammette integrali del tipo x = eαt. Sostituendo si ottiene l’ equazione
caratteristica

mα2 + hα+ k = 0 (2)

che ha radici

α1,2 = − h

2m ±
√
h2 − 4mk

2m

Al variare del segno del termine h2 − 4mk risulta
α1 6= α2, α1,α2 ∈ R se h >

√
4mk,

α1 = α2, α1,α2 ∈ R se h =
√

4mk,
α1,2 = β ± iγ, α1,α2 ∈ C se h <

√
4mk,

Si vuole studiare la soluzione dell’ equazione differenziale (1) al variare
del coefficiente di smorzamento.
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Smorzamento forte

Si consideri il caso in cui h >
√

4mk. Le radici dell’ equazione caratteri-
stica sono reali e distinte

α1,2 = − h

2m ±
√
h2 − 4mk

2m
e la soluzione può scriversi

x(t) = e−
h

2m t
(
Ae

√
h2−4mk

2m t +Be−
√

h2−4mk
2m t

)
(3)

con A e B costanti da determinarsi imponendo il rispetto delle condizioni
iniziali

x(0) = x0, ẋ(0) = ẋ0

Poiché è

x(t) = Aeα1t +Beα2t, ẋ(t) = Aα1e
α1t +Bα2e

α2t

A e B sono soluzioni del sistema{
A+B = x0
α1A+ α2B = ẋ0

ossia
A =

α2x0 − ẋ0
α2 − α1

, B =
ẋ0 − α1x0
α2 − α1

La soluzione si scrive quindi

x(t) =
α2x0 − ẋ0
α2 − α1

eα1t +
ẋ0 − α1x0
α2 − α1

eα2t (4)

ed è rappresentata in figura 1. Il sistema tende asintoticamente verso la
posizione d’ equilibrio x = 0, come peraltro evidente dalla (3).
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Figura 1: grafico della soluzione (4).

Smorzamento critico

Quando h =
√

4mk le radici dell’ equazione caratteristica sono reali e
coincidenti

α1 = α2 = − h

2m



esercitazioni di fisica matematica 3

La soluzione può essere ottenuta a partire dalla (4)

x(t) = lim
α2→α1

x(t)

Si ottiene

x(t) = lim
α2→α1

(α2x0 − ẋ0)eα1t + (ẋ0 − α1x0)eα2t

α2 − α1

ossia una forma indeterminata del tipo 0/0. Applicando il teorema di
de L’Hôpital si ha

x(t) = lim
α2→α1

d
dα2

[
(α2x0 − ẋ0)eα1t + (ẋ0 − α1x0)eα2t

]
d

dα2
(α2 − α1)

= lim
α2→α1

[
x0e

α1t + (ẋ0 − α1x0)te
α2t
]

da cui, posto α1 = α2 = α

x(t) = [x0 + (ẋ0 − αx0)t]e
αt (5)

La figura 2 mostra il grafico della soluzione. Come nel caso di smorza-
mento forte, anche in presenza di smorzamento critico il sistema tende
asintoticamente verso la posizione d’ equilibrio x = 0.
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Figura 2: grafico della soluzione (5).

Smorzamento debole

Quando h <
√

4mk le radici dell’ equazione caratteristica sono comples-
se e coniugate

α1,2 = − h

2m ± i
√

4mk− h2

2m
e la soluzione può scriversi

Si ricorda la formula di Euler

eia = cosa+ i sin a

da cui anche

cos a =
eia + e−ia

2

sin a =
eia − e−ia

2i

x(t) = e−
h

2m t

(
Â cos

√
4mk− h2

2m t+ B̂ sin
√

4mk− h2

2m t

)
(6)

Le costanti Â e B̂ si possono determinare con procedimento analogo a
quello già visto nel caso di smorzamento forte, ottenendo

Â = x0, B̂ =
(
ẋ0 +

x0h

2m

) 2m√
4mk− h2

(7)
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La figura 3 mostra il grafico della soluzione ottenuta. Come già riscontra-
to nei casi precedenti, il sistema tende asintoticamente verso la posizione
d’ equilibrio x = 0.
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Figura 3: grafico della soluzione (6).

Smorzamento nullo

Quando h = 0 l’ equazione caratteristica (2) diventa

mα2 + k = 0

ovvero

α2 + ω2 = 0, ω =

√
k

m

dove la quantità ω prende il nome di frequenza ciclica. Le radici

α1,2 = ±iω

forniscono la soluzione

x(t) = Â cosωt+ B̂ sinωt (8)

Le costanti Â e B̂ possono essere desunte con il procedimento già visto
oppure imponendo h = 0 nelle (7), ottenendo

Â = x0, B̂ =
ẋ0
ω

(9)

Come mostrato in figura 4, il sistema oscilla intorno alla posizione d’ equilibrio
x = 0, con periodo T = 2π/ω.

Confronto delle soluzioni

In figura 5 viene proposto un confronto dei risultati ottenuti nei quattro
casi considerati. Le soluzioni fanno riferimento alle medesime condizioni
iniziali e mostrano come nel passaggio da uno smorzamento forte a uno
smorzamento debole il moto diventi oscillatorio.
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Figura 4: grafico della soluzione (8).
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Figura 5: confronto delle soluzioni.

Esercizio 2

Si consideri in un piano verticale un punto materiale pesante vincolato
senza attrito a muoversi sull’ arco di cicloide{

y(θ) = Rθ+R sin θ
z(θ) = R−R cos θ

, θ ∈ (−π,π) (10) z

y

Rπ

2RSi vuole:

• scrivere e integrare l’ equazione del moto in termini dell’ ascissa cur-
vilinea s;

• determinare la reazione vincolare.

Ascissa curvilinea

Per definizione è

s := ±
∫ θ

θ0

√(dx
dθ

)2
+
(dy

dθ

)2
+
(dz

dθ

)2
dθ

che, posto θ0 = 0 e scegliendo il verso di percorrenza coerentemente con
il verso secondo cui cresce il parametro, si scrive

s =

∫ θ

0

√(dx
dθ

)2
+
(dy

dθ

)2
+
(dz

dθ

)2
dθ

Poiché dalle (10) risulta

dy
dθ = R(1 + cos θ), dz

dθ = R sin θ (11)
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si ottiene
Si ricorda che

cos θ = 2 cos2 θ

2
− 1s =

∫ θ

0

√
(R+R cos θ)2 + (R sin θ)2 dθ

=
√

2R
∫ θ

0

√
1 + cos θ dθ

=
√

2R
∫ θ

0

√
21 + cos θ

2 dθ

= 2R
∫ θ

0

√
1 + cos θ

2 dθ

= 4R
∫ θ

0
cos θ2

dθ
2

e quindi l’ ascissa curvilinea è

s(θ) = 4R sin θ2 (12)

Versore tangente

Il versore tangente è definito dalla relazione

t :=
dx
ds

Poiché il punto è vincolato ad appartenere a una curva, l’ orbita x = x(θ)

è nota

x(θ) = y(θ)j + z(θ)k = R(θ+ sin θ)j +R(1− cos θ)k

da cui
t(θ) =

dy(θ)
dθ

dθ
ds j +

dz(θ)
dθ

dθ
dsk

o anche, in notazione compatta

t =

{
0, dy(θ)

dθ
dθ
ds , dz(θ)

dθ
dθ
ds

}
Dalla (12) risulta

ds(θ)
dθ = 2R cos θ2

ossia
dθ
ds =

(
2R cos θ2

)−1
(13)

Utilizzando la (13) e le (11) si possono scrivere le componenti del versore
tangente

Si utilizzano le relazioni

sin θ = 2 sin
θ

2
cos

θ

2

cos θ = 2 cos2 θ

2
− 1

ty =
dy(θ)

dθ
dθ
ds =

R(1 + cos θ)

2R cos θ2

= cos θ2

tz =
dz(θ)

dθ
dθ
ds =

R sin θ

2R cos θ2

= sin θ2
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Nella base
{
i, j, k

}
il versore tangente si scrive quindi

In altri termini

t = cos
θ

2
j + sin

θ

2
kt =

{
0, cos θ2 , sin θ2

}

Versore normale

Il versore normale è definito dalla relazione
Per definizione, dato un vettore v, è

‖v‖ :=
√
v · v

n :=

dt
ds∥∥∥∥ dt
ds

∥∥∥∥ = ρ(s)
dt
ds

con ρ(s) raggio di curvatura

ρ(s) :=
1∥∥∥∥ dt
ds

∥∥∥∥
Si calcola dapprima il vettore dt/ ds. Analogamente a quanto fatto in
precedenza è possibile scrivere

dt
ds =

{
0, dty(θ)

dθ
dθ
ds , dtz(θ)

dθ
dθ
ds

}
con

dty(θ)
dθ = −1

2 sin θ2 , dty(θ)
dθ =

1
2 cos θ2

Risulta quindi

dty(θ)
dθ

dθ
ds = − 1

4R

sin θ2
cos θ2

, dtz(θ)
dθ

dθ
ds =

1
4R

ossia
dt
ds =

1
4R

{
0,− tan θ2 , 1

}
la cui norma è∥∥∥∥ dt

ds

∥∥∥∥ =
√

dt
ds ·

dt
ds =

1
4R

√
tan2 θ

2 + 1 =
1

4R cos θ2
Il raggio di curvatura ha quindi l’ espressione

ρ(s) =
1∥∥∥∥ dt
ds

∥∥∥∥ = 4R cos θ2

mentre il versore normale nella base
{
i, j, k

}
si scrive

In altri termini

n = − sin
θ

2
j + cos

θ

2
k

n = ρ(s)
dt
ds =

4R cos θ2
4R

{
0,− tan θ2 , 1

}
=

{
0,− sin θ2 , cos θ2

}
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Riparametrizzazione

Ènecessario scrivere le componenti dei versori tangente e normale in
termini dell’ ascissa curvilinea. Dalla (12) si ottiene immediatamente

sin θ2 =
s

4R
e quindi anche

Si ricorda che vale la relazione

cos2 θ

2
+ sin2 θ

2
= 1

cos2 θ

2 = 1−
( s

4R

)2

Poiché per θ ∈ (−π,π) è sempre cos θ2 > 0 si ha

cos θ2 =

√
1−

( s

4R

)2

e i versori tangente e normale possono scriversi
In altri termini

t =

√
1−
(
s

4R

)2
j +

s

4R
k

n = −
s

4R
j +

√
1−
(
s

4R

)2
k

t =

{
0,
√

1−
( s

4R

)2
, s

4R

}
, n =

{
0,− s

4R ,
√

1−
( s

4R

)2
}

Proiezione dell’ equazione del moto sulla terna intrinseca
e soluzione

Indicando con a, g e r i vettori accelerazione, gravità e della reazione
vincolare, l’ equazione del moto si scrive

ma = mg+ r (14)

Sfruttando l’ ipotesi di vincolo liscio (senza attrito) si ha anche

a = s̈t(s) +
ṡ2

ρ(s)
n(s), g = −gk

r = rnn(s) + rbb(s)

avendo indicato con b(s)(≡ i) il versore binormale. L’ equazione pura
del moto si ottiene pertanto proiettando lungo la tangente l’ equazione
vettoriale (14)

ms̈ = mg · t

Poiché è

mg · t = −mgk ·
(√

1−
( s

4R

)2
j +

s

4Rk
)
= −mg4R s

la legge oraria è soluzione dell’ equazione
Come emerge chiaramente
confrontando l’equazione (15) con la
(8), il problema è perfettamente
analogo a quello dell’oscillatore
armonico non smorzato.

ms̈(t) = −mg4R s(t)

ossia il moto è armonico del tipo

s(t) = A cos
√

g

4Rt+B sin
√

g

4Rt (15)
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con A e B costanti da determinare imponendo le condizioni iniziali

s(0) = s0, ṡ(0) = ṡ0

Nota la legge oraria è possibile calcolare le componenti rn ed rb del-
la reazione vincolare. La proiezione secondo la normale dell’ equazione
vettoriale (14)

m
ṡ2

ρ(s)
= mg · n+ rn

con

mg · n = −mgk ·
(
− s

4Rj +
√

1−
( s

4R

)2
k

)
= −mg

√
1−

( s

4R

)2

si scrive

m
ṡ2

ρ(s)
= −mg

√
1−

( s

4R

)2
+ rn

e permette di determinare la componente rn come
Si ricorda che il raggio di curvatura
ha espressione

ρ(s) = 4R cos
θ

2

= 4R

√
1−
(
s

4R

)2

rn =
mṡ2

4R
√

1−
( s

4R

)2
+mg

√
1−

( s

4R

)2

Proiettando secondo la binormale l’ equazione vettoriale (14) si ha

0 = mg · b+ rb

e poiché g appartiene al piano del moto, ovvero è g · b = 0, si ottiene im-
mediatamente rb = 0. Nella base

{
t(s),n(s), b(s)

}
la reazione vincolare

r si scrive quindi

r =

(
mṡ2

4R
√

1−
( s

4R

)2
+mg

√
1−

( s

4R

)2
)
n(s)

oppure in forma compatta

r =

0, mṡ2

4R
√

1−
( s

4R

)2
+mg

√
1−

( s

4R

)2
, 0


Esercizio 3

Un punto P di massa m è vincolato a muoversi senza attrito lungo una
guida rettilinea di un piano π orizzontale. Sia (O,x, y) un riferimento
cartesiano ortogonale di π e l’asse y la guida su cui si muove P . Il punto
è soggetto una forza elastica fel e a una forza di tipo coulombiana fc

fel = −kQP , fc = h vers OP/‖OP‖2

con Q un punto dell’asse x con ascissa a costante, k costante di richiamo
e h costante della forza di Coulomb. Siano h, k, a tre costanti positive.
Supponendo che sia sempre y > 0, si vogliono determinare:
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• l’equazione del moto;

• le posizioni d’equilibrio;

• l’integrale primo dell’energia;

• la velocità massima (in valore assoluto) raggiunta da P per le condi-
zioni iniziali y(0) = y0 6= ye (posizione d’equilibrio) , ẏ = 0, esplici-
tando il valore ottenuto per la posizione y0 = 2(h/k)1/3.

Equazione del moto

Indicando con r la reazione vincolare della guida, con a il vettore acce-
lerazione e con g il vettore gravità, l’equazione del moto si scrive

x

y

i

j

Q

O

P

a

ma = fel + fc +mg+ r

da cui
ma = −kQP + h vers OP/‖OP‖2 +mg+ r (16)

dove, per l’assenza d’attrito, r ⊥ j. Detto z l’asse ortogonale al piano π
e osservato che

OP = yj, QP = yj − ai

è possibile proiettare l’equazione vettoriale (16) lungo le direzioni i, j, k
con k = i∧ j

Generalmente, per posizionare un
punto nel piano servono due
parametri. Nelle equazioni (17)
l’unica coordinata necessaria è y,
poiché esiste un vincolo olonomo
bilatero.


i : 0 = ka+ rx

j : mÿ = h
y2 − ky

k : 0 = −mg+ rz

(17)

da cui l’equazione di moto pura

mÿ =
h

y2 − ky

Le altre due equazioni delle (17) forniscono le reazioni vincolari

rx = −ka, rz = mg

che in termini vettoriali si scrivono

r = −kai+mgk

Posizioni d’equilibrio

Dalla seconda delle (17) si ricava l’equazione pura d’equilibrio

h

y2 − ky = 0

da cui

y3 =
h

k
⇒ ye =

(
h

k

)1/3

(18)
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Integrale primo dell’energia

L’energia cinetica T è pari a

T =
1
2mẏ

2

Il campo di forze è conservativo e l’energia potenziale V si scrive

V = −
∫ (

h

y2 − ky

)
dy =

h

y
+

1
2ky

2 + c

con c una costante generica che, senza perdere di generalità, può essere
posta pari a 0. L’integrale primo dell’energia si scrive pertanto

Tutte le forze posizionali sono
conservative. I punti di stazionarierà
dell’energia potenziale V sono punti
d’equilibrio.

E = T + V =
1
2mẏ

2 +
h

y
+

1
2ky

2 (19)

Velocità massima

Imponendo le condizioni iniziali y(0) = y0 6= ye, ẏ = 0 la (20) si scrive

E =
h

y0
+

1
2ky

2
0

Poiché E = T + V è costante, la velocità massima viene raggiunta
in corrispondenza del minimo dell’energia potenziale (massima energia
cinetica), ovvero in corrispondenza della posizione ye

E =
h

y0
+

1
2ky

2
0 =

1
2mẏ

2
max +

h

ye
+

1
2ky

2
e (20)

Per y0 = 2(h/k)1/3 l’equazione (20) si scrive

E =
h

2(h/k)1/3 +
1
2k
(

2(h/k)1/3
)2

=
5
2h

2/3k1/3

da cui, ricordando per ye la soluzione (18)

5
2h

2/3k1/3 =
1
2mẏ

2
max +

h

(h/k)1/3 +
1
2k
(
(h/k)1/3

)2

e quindi
ẏ2
max =

2
m
h2/3k1/3

La velocità massima in valore assoluto è infine pari a

|ẏmax| =
√

2
m
h1/3k1/6
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