FEsercitazione 10

(10.12.2012)

Esercizio 1

Verificare che per il sequente sistema esiste un ciclo limite attrattivo

z(5— 2 — y2)
y(5 —2* —y?)

VI14x?4y?

T=y+
=+t

Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0,0) utilizzando il
primo metodo. Lo jacobiano risulta

I(E) = 3(0,0) = [_51 ﬂ

da cui gli autovalori
A2 =5%1

e I’ origine E ¢ instabile.
In coordinate polari
T = pcos ¢, y = psin ¢

il sistema (1) si scrive
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da cui
. p(5—p?)
V1+p? (2)
b=-1
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1l sistema (2) ammette, oltre alla soluzione p = 0, la soluzione p? =
5, che corrisponde all’ orbita periodica di raggio p = /22 +y2 = /5

percorsa in senso orario e di periodo Al
27

T= / d¢ =27 [

2 |-

0 L

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione. Per valutare il carattere del o :
ciclo limite individuato si studia il segno di p —
_al

_)>0, se0<p< V5 ,

<0, sep>+5 _al

e quindi, poiché le orbite interne alla circonferenza si allontanano dall’ origine
e quelle esterne tendono alla circonferenza, il ciclo limite & attrattivo.

Esercizio 2

Verificare che per il sequente sistema si ha una biforcazione alla Hopf
della posizione di equilibrio E = (0,0)

& =y—a(@®+y’—p)
. ,  MER 3)
gy=-z—y@@*+y° —n
In particolare si chiede:
1. determinarne il carattere al variare di p € R;

2. determinare il ciclo limite.

Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0, 0) utilizzando il
primo metodo. Lo jacobiano risulta

3(E) = 3(0,0) l p 1]

-1 u

da cui gli autovalori
)\172 = U +1

e quindi

< 0, la posizione E ¢ asintoticamente stabile;
se u ¢ =0, il p. m. non permette di determinare il carattere di E;

> 0, la posizione E ¢ instabile.

Con riferimento al caso u = 0, la funzione

1
W= §($2 +v%)



ESERCITAZIONI DI FISICA MATEMATICA 3

¢ definita positiva in E, W(0,0) = 0 e la derivata lungo le soluzioni del
sistema

: A oW
W — EXl + ainQ

=—(2*+y%?<0

¢ definita negativa in un intorno del punto di equilibrio. W & pertanto
una funzione di Ljapunov che assicura 1’ asintotica stabilita di E per
w=0.

In coordinate polari

pp=axi+yy, P =axy—iy
il sistema (3) si scrive
p=—plp*—p)
=1
e per ;1 > 0 ammette, oltre alla soluzione p = 0, la soluzione p?> = p, che

corrisponde all’ orbita periodica di raggio p = /a2 +y? = /1 percorsa
in senso orario e di periodo

T = d¢ =27
0

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione. Per valutare il carattere del
ciclo limite individuato si studia il segno di p

. >0, se0<p< /1
p =
<0, sep>./1
e quindi, poiché le orbite interne alla circonferenza si allontanano dall’ origine

e quelle esterne tendono alla circonferenza, il ciclo limite e atrattivo.

Esercizio 3

Dato il sequente sistema

&= pr+y—x(a® +y?)?
. MER (4

~—

g=—z+py—y(a®+y?)?

studiare il carattere del punto critico E = (0,0) al variare di p € R e
dire per quali valori di p si ha I’ esistenza di un ciclo limite stabile.

Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0,0) utilizzando
il primo metodo. Lo jacobiano risulta

J(E) = 3(0,0) = l K 1]

-1 u
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da cui gli autovalori

)\172 :,u:I:i

e quindi

< 0, la posizione E ¢ asintoticamente stabile;
se =0, il p. m. non permette di determinare il carattere di E;

> 0, la posizione E ¢ instabile.

Con riferimento al caso u = 0, la funzione

1
W= §($2 +9°)

¢ definita positiva in E, W(0,0) = 0 e la derivata lungo le soluzioni del
sistema

. oW oW
W= X1t 3y,

=—(2?+y*)3 <0

Xo

¢ definita negativa in un intorno del punto di equilibrio. W & pertanto
una funzione di Ljapunov che assicura 1’ asintotica stabilita di E per
n=0.

In coordinate polari

pp=xE+yy,  pro=ay—iy

il sistema (4) si scrive

{éz p(p—p*)
b=—1

e per > 0 ammette, oltre alla soluzione p = 0, la soluzione p* = y, che

corrisponde all’ orbita periodica di raggio p = v/z2 + 32 = /i percorsa
in senso orario e di periodo

2w
T:/ do = 21
0

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione. Per valutare il carattere del
ciclo limite individuato si studia il segno di p

) >0, se0<p< Yn
p:
<0, sep>Yn

e quindi, poiché le orbite interne alla circonferenza si allontanano dall’ origine

e quelle esterne tendono alla circonferenza, il ciclo limite e attrattivo.



ESERCITAZIONI DI FISICA MATEMATICA 5

Esercizio 4
Data la sequente equazione
i+ (2 4+i?—a)i+z=0, acR (5)

studiare il carattere del punto critico E = (0,0) al variare di « € R e
dire per quali valori di v si ha I’ esistenza di un ciclo limite stabile.

L’ equazione del secondo ordine (5) pud essere scritta come sistema del
primo ordine

oY . (6)
y=-v+ay—y(=*+y°)
Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0, 0) utilizzando il
primo metodo. Lo jacobiano risulta

J@FJmm:taj

da cui gli autovalori

atvaZ—4
2

Ao =

e quindi

< 0, la posizione E ¢ asintoticamente stabile;
se {4 =0, il p. m. non permette di determinare il carattere di E;

> 0, la posizione E ¢ instabile.

Con riferimento al caso a = 0, la funzione
Lo o 2
W= (" +y)

¢ definita positiva in E, W(0,0) = 0 e rappresenta 1’ energia del sistema
(y = 4). La derivata di W lungo le soluzioni del sistema

. oW OW
=+ Py
W o 1+ By \2

= (z® +y%) <0

¢ semidefinita negativa in un intorno del punto di equilibrio, pertanto
W ¢é una funzione di Ljapunov che assicura la stabilita di E. Il punto di
equilibrio risulta quindi asintoticamente stabile quando a < 0 e stabile
quando a = 0.
Dalla (6) si ha

wd +yy = y’la — (2% + )]
ossia 1d

s @) =vla— (@ +97)]
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che ammette la soluzione
J;2+y2:p2:a>0
Per a > 0 I’ energia W ha derivata lungo le soluzioni del sistema
W =y’[a— (2 + )]
e quindi
W — >0, se0<2?+y? <a
<0, sex?+y®>>a

ossia la funzione W = 1/2(22 +4?) = p?/2 cresce all’interno della
circonferenza di raggio p = y/a mentre descresce all’ esterno. Per o > 0
esiste dunque un ciclo limite stabile. Si osserva inoltre che, nel passaggio
in coordinate polari

p’d = —(L+zy)(a® +9°) + axy

per 22 + 142 = p? = asi ha

$=-1
L’ orbita periodica € quindi percorsa in senso orario con periodo
2m
T= / do =27
0

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione.
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