
Esercitazione 10
(10.12.2012)

Esercizio 1

Verificare che per il seguente sistema esiste un ciclo limite attrattivo
ẋ = y+

x(5− x2 − y2)√
1 + x2 + y2

ẏ = −x+ y(5− x2 − y2)√
1 + x2 + y2

(1)
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Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0, 0) utilizzando il
primo metodo. Lo jacobiano risulta

J(E) = J(0, 0) =
[

5 1
−1 5

]

da cui gli autovalori
λ1,2 = 5± i

e l’ origine E è instabile.
In coordinate polari

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ

il sistema (1) si scrive
cosφ

(
ρ̇− ρ(5− ρ2)√

1 + ρ2

)
− ρ sinφ(φ̇+ 1) = 0

sinφ
(
ρ̇− ρ(5− ρ2)√

1 + ρ2

)
+ ρ cosφ(φ̇+ 1) = 0

da cui 
ρ̇ =

ρ(5− ρ2)√
1 + ρ2

φ̇ = −1
(2)
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Il sistema (2) ammette, oltre alla soluzione ρ = 0, la soluzione ρ2 =

5, che corrisponde all’ orbita periodica di raggio ρ =
√
x2 + y2 =

√
5

percorsa in senso orario e di periodo

T =

∫ 2π

0
dφ = 2π

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione. Per valutare il carattere del
ciclo limite individuato si studia il segno di ρ̇ 1 2 3 4 5
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ρ̇(ρ)

ρ̇ =

> 0, se 0 < ρ <
√

5
< 0, se ρ >

√
5

e quindi, poiché le orbite interne alla circonferenza si allontanano dall’ origine
e quelle esterne tendono alla circonferenza, il ciclo limite è attrattivo.

Esercizio 2

Verificare che per il seguente sistema si ha una biforcazione alla Hopf
della posizione di equilibrio E = (0, 0)ẋ = y− x(x2 + y2 − µ)

ẏ = −x− y(x2 + y2 − µ)
, µ ∈ R (3)

In particolare si chiede:

1. determinarne il carattere al variare di µ ∈ R;

2. determinare il ciclo limite.

Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0, 0) utilizzando il
primo metodo. Lo jacobiano risulta

J(E) = J(0, 0) =
[
µ 1
−1 µ

]

da cui gli autovalori
λ1,2 = µ± i

e quindi

se µ


< 0, la posizione E è asintoticamente stabile;
= 0, il p. m. non permette di determinare il carattere di E;
> 0, la posizione E è instabile.

Con riferimento al caso µ = 0, la funzione

W =
1
2 (x

2 + y2)
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è definita positiva in E, W(0, 0) = 0 e la derivata lungo le soluzioni del
sistema

Ẇ =
∂W
∂x

X1 +
∂W
∂y

X2

= −(x2 + y2)2 < 0
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µ = 1 > 0

è definita negativa in un intorno del punto di equilibrio. W è pertanto
una funzione di Ljapunov che assicura l’ asintotica stabilità di E per
µ = 0.
In coordinate polari

ρρ̇ = xẋ+ yẏ, ρ2φ̇ = xẏ− ẋy

il sistema (3) si scrive {
ρ̇ = −ρ(ρ2 − µ)
φ̇ = −1

e per µ > 0 ammette, oltre alla soluzione ρ = 0, la soluzione ρ2 = µ, che
corrisponde all’ orbita periodica di raggio ρ =

√
x2 + y2 =

√
µ percorsa

in senso orario e di periodo

T =

∫ 2π

0
dφ = 2π

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione. Per valutare il carattere del
ciclo limite individuato si studia il segno di ρ̇

ρ̇ =

> 0, se 0 < ρ <
√
µ

< 0, se ρ > √µ

e quindi, poiché le orbite interne alla circonferenza si allontanano dall’ origine
e quelle esterne tendono alla circonferenza, il ciclo limite è atrattivo.

Esercizio 3

Dato il seguente sistemaẋ = µx+ y− x(x2 + y2)2

ẏ = −x+ µy− y(x2 + y2)2
, µ ∈ R (4)

studiare il carattere del punto critico E = (0, 0) al variare di µ ∈ R e
dire per quali valori di µ si ha l’ esistenza di un ciclo limite stabile.

Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0, 0) utilizzando
il primo metodo. Lo jacobiano risulta

J(E) = J(0, 0) =
[
µ 1
−1 µ

]
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da cui gli autovalori
λ1,2 = µ± i

e quindi

se µ


< 0, la posizione E è asintoticamente stabile;
= 0, il p. m. non permette di determinare il carattere di E;
> 0, la posizione E è instabile.

Con riferimento al caso µ = 0, la funzione

W =
1
2 (x

2 + y2)
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µ = 1 < 0

è definita positiva in E, W(0, 0) = 0 e la derivata lungo le soluzioni del
sistema

Ẇ =
∂W
∂x

X1 +
∂W
∂y

X2

= −(x2 + y2)3 < 0

è definita negativa in un intorno del punto di equilibrio. W è pertanto
una funzione di Ljapunov che assicura l’ asintotica stabilità di E per
µ = 0.
In coordinate polari

ρρ̇ = xẋ+ yẏ, ρ2φ̇ = xẏ− ẋy

il sistema (4) si scrive {
ρ̇ = ρ(µ− ρ4)

φ̇ = −1

e per µ > 0 ammette, oltre alla soluzione ρ = 0, la soluzione ρ4 = µ, che
corrisponde all’ orbita periodica di raggio ρ =

√
x2 + y2 = 4√µ percorsa

in senso orario e di periodo

T =

∫ 2π

0
dφ = 2π

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione. Per valutare il carattere del
ciclo limite individuato si studia il segno di ρ̇

ρ̇ =

> 0, se 0 < ρ < 4√µ
< 0, se ρ > 4√µ

e quindi, poiché le orbite interne alla circonferenza si allontanano dall’ origine
e quelle esterne tendono alla circonferenza, il ciclo limite è attrattivo.
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Esercizio 4

Data la seguente equazione

ẍ+ (x2 + ẋ2 − α)ẋ+ x = 0, α ∈ R (5)

studiare il carattere del punto critico E = (0, 0) al variare di α ∈ R e
dire per quali valori di µ si ha l’ esistenza di un ciclo limite stabile.

L’ equazione del secondo ordine (5) può essere scritta come sistema del
primo ordine {

ẋ = y

ẏ = −x+ αy− y(x2 + y2)
(6)
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-1

1

α = −1 < 0

-1 1

-1

1

α = 0

-1 1

-1

1

α = 1 > 0

Si consideri il carattere del punto di equilibrio E = (0, 0) utilizzando il
primo metodo. Lo jacobiano risulta

J(E) = J(0, 0) =
[

0 1
−1 α

]
da cui gli autovalori

λ1,2 =
α±
√
α2 − 4
2

e quindi

se α


< 0, la posizione E è asintoticamente stabile;
= 0, il p. m. non permette di determinare il carattere di E;
> 0, la posizione E è instabile.

Con riferimento al caso α = 0, la funzione

W =
1
2 (x

2 + y2)

è definita positiva in E, W(0, 0) = 0 e rappresenta l’ energia del sistema
(y = ẋ). La derivata di W lungo le soluzioni del sistema

Ẇ =
∂W
∂x

X1 +
∂W
∂y

X2

= −y2(x2 + y2) ≤ 0

è semidefinita negativa in un intorno del punto di equilibrio, pertanto
W è una funzione di Ljapunov che assicura la stabilità di E. Il punto di
equilibrio risulta quindi asintoticamente stabile quando α < 0 e stabile
quando α = 0.
Dalla (6) si ha

xẋ+ yẏ = y2[α− (x2 + y2)]

ossia
1
2

d
dt (x

2 + y2) = y2[α− (x2 + y2)]
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che ammette la soluzione

x2 + y2 = ρ2 = α > 0

Per α > 0 l’ energia W ha derivata lungo le soluzioni del sistema

Ẇ = y2[α− (x2 + y2)]

e quindi

Ẇ =

> 0, se 0 < x2 + y2 < α

< 0, se x2 + y2 > α

ossia la funzione W = 1/2(x2 + y2) = ρ2/2 cresce all’ interno della
circonferenza di raggio ρ =

√
α mentre descresce all’ esterno. Per α > 0

esiste dunque un ciclo limite stabile. Si osserva inoltre che, nel passaggio
in coordinate polari

ρ2φ̇ = −(1 + xy)(x2 + y2) + αxy

per x2 + y2 = ρ2 = α si ha
φ̇ = −1

L’ orbita periodica è quindi percorsa in senso orario con periodo

T =

∫ 2π

0
dφ = 2π

indipendente dall’ ampiezza di oscillazione.
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