FEsercitazione 6

(19.11.2012)

Esercizio 1

In un piano verticale 7w, un disco omogeneo di massa M e raggio R é
vincolato a rotolare senza strisciare sull’asse delle x di w. Un punto
materiale P di massa m ¢é vincolato, senza attrito, a muoversi sul bordo
del disco ed ¢ attratto dall’ origine O del piano w da una forza elastica
—kOP,k > 0.

Assunte come coordinate lagrangiane I’ ascissa x del centro C del disco
e I’angolo 6 che I’ asse x forma con CP, si chiede di

e calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il ca-
rattere;

e scrivere le equazioni di Lagrange;

e calcolare la reazione vincolare nel punto di contatto disco-asse x du-

rante il moto nell’istante t = 7 in cui é

z(1) = zo, O(1)=3m/2, #(r) =0, 6(r)=0

Equilibrio e stabilita

Il numero dei gradi di liberta del sistema in assenza di vincoli & 5. Sul
sistema sono imposti i vincoli

ICT|| = cost = R
R =0
ICP|| = cost =R

essendo y% la velocita del punto T' di contatto fra il disco e 'asse z. Il
vincolo di puro rotolamento Q% = (0 fornisce

r = —RO + cost

Yy
xTr
P
5
c
x
O T

I1 vincolo di puro rotolamento ¢& sulle
velocita, quindi anolonomo; tuttavia
quando si ha, come in questo caso,
una superficie di contatto fissa, il
vincolo €& integrabile.
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pertanto, il sistema & soggetto a 3 vincoli olonomi, fissi e bilateri ed ha
un numero dei gradi di liberta pari 5-3=2. Come parametri (coordinate

lagrangiane), si scelgono in particolare

Sia ¢ la reazione vincolare al contatto tra disco e punto materiale e ¢
la reazione vincolare al contatto tra disco e asse x. Poiché risulta

AWy g = (600 — 6 vR)at = (¢ f")dt = 0
e inoltre
AWy, = (¥ 0P+ My(¥) -w)dt =0
i vincoli sono anche perfetti. Essendo altresi le forze agenti conservative,

una configurazione ¢ = (Z, ) & quindi di equilibrio se e solo se

ov

=o=0, k=12
qx,

=9

mentre le equazioni del moto pure si ottengono dalle equazioni di La-

grange nella forma

d / 0L oL
Rl (el P k=1,2
dt ( Iy > oqy; 0 ’

essendo V Denergia potenziale e L la funzione lagrangiana del sistema.
L’ energia potenziale del sistema si scrive

V(z,0) = %kHOPH2 + mgyp + cost
ed essendo
OP = zp = (x+ Rcos )i+ (R + Rsinf)j (1)
si ha
V(z,0) = %ka + Rkxcosf + R%ksinf +mgRsin 0 + cost  (2)

Le posizioni di equilibrio sono quindi soluzione del sistema

% =k(z+ Rcosf) =0
ov ) 9
20 = —Rkxsin€ + R°kcosf + mgRcosf =0

da culi si ottiene
x = —Rcos#,

. mg
9( 0+1 4—):0
cos@|sintd + 1+ Tk

Poiché
. mg
0+1+—— #0, VO
sinf + 1+ Tk #0,

Se t e n sono la tangente e la normale
al bordo del disco in P, poiché P &
vincolato a muoversi senza attrito sul
bordo del disco stesso, risulta

¢ =¢n
e inoltre
rel __ _rel
vp =vp L

ossia la velocita relativa yffl del punto
P rispetto al disco, pari a vp fgg, é
diretta lungo la direzione tangente.
Per il vincolo di puro rotolamento e
altresi

vp =

[e=]

My(¢) =0
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si hanno unicamente le due posizioni di equilibrio

s 3T
E e —_ E — —_—
1 <O7 2)7 2 <07 2 )

Per valutarne il carattere ¢ necessario calcolare il determinante dei ms-

nori della matrice hessiana

k>0 —kRsin @

H(x,0) := det Hy =
(2,) RV ‘—kRSmQ —Rkx cos — R%ksin — mgRsin 6

da cui

H(E;) = H(0,7/2) = —2R%*k*> — mgRk < 0,
H(E2) = H(0,37/2) = mgRk > 0

e dunque la posizione di equilibrio E; ¢ instabile, la posizione Es stabile.

Equazioni di Lagrange

L’ energia cinetica del sistema € somma dell’ energia cinetica del disco Tp
e dell’ energia cinetica del punto materiale Tp. Poiché I’ atto di moto
del disco e rotatorio attorno al centro istantaneo di rotazione 7', si ha

1 1
T=Tp+Tp= §IT||&||2 + §m||QPH2

con w = 0k = —(2/R)k velocita angolare del disco e IT momento
d’inerzia del disco rispetto a un asse parallelo al versore k e passante per
T. Per il teorema di Huyghens ¢

3
It =Ic+ MR? = 5MR2

con Ic = MR?/2 momento d’inerzia del disco rispetto a un asse pa-
rallelo a k e passante per il baricentro C. Dalla (1) risulta inoltre

vp = (& — ROsin )i + (RO cos ) (3)
e quindi
1 . .
T= gMng + 5m(m‘2 — 2Ri0sin 6 + R?6%)
1 . 1 .
=3 (‘;’M + m) i? — mRi6sin 0 + 5mR?e?2

Ricordando la (2) ed omettendo le costanti, la lagrangiana si scrive

1/3 . 1 .
L= 3 <2M + m) 2 — mRi0sin 6 + imR292

1
—ikxz — Rka cosf — R%ksin — mgRsin 6
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da cui le equazioni pure del moto

<2M—|—m)9’c’mR@sin@mR92cos9+k(o:+Rcos0) =0 @
mR?0 — mRisinf — Rkxsinf + R?kcos@ +mgRcosf =0

Calcolo della reazione vincolare

La reazione vincolare 9 al contatto tra disco e asse x ha direzione inco-
gnita. Le componenti 9,1, del vettore ¢ nella base {i,j,k} possono
essere ottenute proiettando sull’ asse x e y rispettivamente la prima equa-
zione cardinale del sistema (in modo tale che la reazione al contatto tra
punto materiale e disco non appaia)

Mag +map = —kOP + (M +m)g + 1

Ricordando la (1) si ottiene
Si ha infatti

Yy = (M +m)i —mRfsin@ — mRO? cos§ + k(z + Rcosh) ac = #i
Py = mRA cos O — mRO? sin 6 + kE(R+ Rsinf) + (M +m)g nonché, derivando la (3) rispetto al
tempo
da cui, sostituendo i valori di posizione ed atto di moto per t = 7 ap = (& — Rsinf — RO? cos 0)i

] + (Rfcos® — RO%sin )k
2(r) = w0, 6(r)=37/2,  i(r)=0, 6(r)=0 (5

si ha
V(1) = (M 4+ m)i (1) + mRE(T) + kg
2by(T) = (M +m)g

L’ accelerazione nell’ istante considerato si ottiene sostituendo le (5) nelle
equazioni del moto (4)

(;)M + m)x(T) +mRO(7) + kxg = 0
mR2*0(1) + mR#(7) + Rkxg = 0

da cui i
#(1) =0, o(r) = eyl (6)

Sostituendo le (6) nelle espressioni di ¥, (7) e ¥y (7) risulta

ba(7) =0, dhy(7) = (M +m)g
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