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sionale? Quanti sono i gradi di liberta se i tre punti si muovono in un piano ?
Quanti se uno dei punti & fisso? Indicare in ogni caso possibili coordinate libere,

Quanti gradi di libertd ha il sistema formato da quattro punti materiali col-
legati rigidamente tra di loro?

3.2, Sistemi rigidi

Si pud estendere I’esempio dei paragrafo precedente, introducendo sistemi di pitt
punti materiali collegati tra loro da aste ideali ; se due punti qualsiasi del sistema
sono collegati da una di tali aste (fig. 39), in maniera che la distanza tra due punti
qualsiasi del sistema risulta fissa, si dice che il sistema & rigido. Se ci sono N punti,
le relazioni che esprimono i vincoli sono $N(N—1), cio¢ tante quante sono le
distanze tra le coppie di punti; perd queste relazioni non sono tutte indipendenti
tra di loro, per N> 3. Infatti se Py, P,, Py sono rigidamente collegati tra di
loro, Py, e P, sono altri due punti ciascuno rigidamente collegato con P;, P,, B
allora anche P, e P, sono rigidamente collegati tra loro; cid & dovuto al fatto che
un punto nello spazio & completamente determinato assegnandone la distanza da
tre punti e fissando 'orientamento del tetraedro formato dai quattro punti (per
distinguere I'insieme dei quattro punti dalla propria immagine speculare).

Se N>3 e ci sono almeno tre punti non allineati, le relazioni indipendenti saranno
3+ 3(N—3) =3N—6; infatti ci sono le tre relazioni che esprimono la costanza
delle distanze tra i primi tre punti e le 3(NV—3) relazioni che esprimono le
distanze degli N — 3 punti restanti dai primi tre. Si conclude quindi che un sistema
rigido in cui i punti non sono tutti allineati, ha 3N —(3N—6)=6 gradi di
liberta; allo stesso risultato si poteva arrivare osservando che basta conoscere la
posizione di tre punti per conoscere quella di tutti gli altri, e questo equivale a
usare 3-3 =9 coordinate legate perd da tre relazioni (costanza delle distanze fra
i tre punti).

Se il sistema rigido & formato da punti materiali allineati, allora ci saranno 2(N—2)
relazioni che esprimono il fatto che N _—2 punti appartengono alla stessa retta
dei primi due e N—1 relazioni che danno la distanza di ogni punto da quello
che lo precede, in un ordine fissato ad arbitrio, sulla retta; si hanno cosi in tutto
3N —35 relazioni indipendenti, cio¢ 5 gradi di liberta,

Come coordinate libere, nel caso di un sistema rigido allineato, si possono pren-
dere, come nel caso N =2 considerato nel paragrafo precedente, le coordinate
cartesiane di un punto del sistema (o di un altro punto della retta collegato rigida-
mente ai punti materiali considerati) e i due angoli 0 e ¢ gia illustrati (fig. 38).

Nel caso di un sistema rigido formato da punti non allineati, occorre dare, oltre
le tre coordinate cartesiane di un punto rigidamente collegato al sistema, altre
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tre coordinate; per specificarle, conviene osservare innanzi tutto che dare la posi-
zione di un tale sistema rigido rispetto a un dato sistema di riferimento & equi-
valente a dare la posizione di un altro sistema di riferimento rispetto a quello dato. ;
Infatti se Py, P,, Py sono tre punti non allineati del sistema rigido, allora, per
esempio, si pud associare a tali punti la terna cartesiana ortogonale destrorsa che
ha P, come origine, la retta da P, a P, (orientata in questo senso) come asse delle x,
la perpendicolare a tale asse per P, nel piano dei tre punti (orientata in maniera
che P, abbia ordinata positiva) come asse delle y, e infine la perpendicolare per P;
al piano xy (con orientazione fissata dal fatto che la terna ¢ destrorsa) come asse z;
dati P, P,, P4 (cioé la posizione del sistema rigido) resta fissata la terna e viceversa.
uindi per fissare la posizione di un sistema rigido, & sufficiente dare le coordi-
nate di un punto (p. es., P;) solidale (cioé rigidamente collegato) col sistema e
tre versori i, j, k di una terna cartesiana ortogonale avente origine nel punto;
i, j, k hanno in tutto nove componenti, ma solo tre sono indipendenti perché le
condizioni di aver modulo uno e di essere tra loro ortogonali sono in numero
di sei.
Occorre ora far vedere che si possono dare tre coordinate libere per specificare 1.
tre versori di una terna mobile rispetto a un’altra; cid pud farsi in diversi modi,
ma ci atterremo alla scelta pit comune che fa capo ai cosiddetti angoli di Eulero
(fig. 40). Se si indicano con x, y, z gli assi della terna mobile, con X, ¥, Z gli assi.
della terna ritenuta fissa, questi angoli sono definiti nella maniera seguente: I'an-
golo di nutazione 0 (0<6<z) & ’angolo che I'asse z forma con I'asse Z; ’angolo
di precessione v (0<yp<<2m) & l'angolo che V'asse dei nodi ON (intersezione
del piano xy col piano XY) forma con 1'asse X; I'angolo di rotazione propria @
(0O<@p<<2m) ¢ l'angolo che I'asse dei nodi forma con 1’asse delle x.
Le componenti dei versori i, j, k della terna mobile si ottengono facilmente effet-
tuando tre rotazioni successive in piani opportuni per portare la terna fissa a coin-
cidere con la mobile, cioé i versori I, J, K a coincidere con i, j, k:

1. Si tiene fisso K e si ruotano I e J nel loro piano, in modo che vadano a coil=
cidere rispettivamente col versore dei nodi N e il versore ad esso ortogonale I"
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Si ha allora

{N= Icosy 4 Jsiny

P =_—TIsiny+ Jcosy 2D

2. Si tiene fisso N e si fanno ruotare Pe K (ortogonali perché P giace nel piano xy)
fino a che K coincide con k ¢ P con un versore Q (ortogonale a k e quindi gia-
cente nel piano xy). Effettuando questa rotazione, si ha:

Q= TPcosf| Ksinh
k =—Psinf + Kcosf
3. Tenendo fisso k, si fanno ruotare N ¢ Q nel piano xy in cui giacciono fino a

farli coincidere rispettivamente con i e j (cid & possibile in quanto Q giace nel
piano zZ ed & quindi normale a N). In tal modo si ottiene

(2.2)

i= Ncosg+ Qsing 2.3)
j=—Nsing + Qcosg :
Combinando ora le formule precedenti si ottengono le seguenti espressioni di i,j, k

in termini di I, J, K
i = I(cosycosp—sinysing cosl) -+
-+ J(siny cosp + cosy cosf sing) + K sinf sing

i =—I(sing cosy + siny cosh cosg) -+
+ J(—siny sing + cosy cosf cosp) + Ksin0 cosp

k= Tsinysinf —Jcosysinf + K cosf

Queste sono le espressioni desiderate.

3.3. Cinematica di un sistema rigido

Come si & gid osservato nel paragrafo precedente, lo studio della cinematica di
un sistema rigido si riduce a quello del moto di un’associata terna cartesiana rispetto
a un’altra supposta fissa; possiamo quindi far uso dei risultati noti dalla geometria
e dalla trattazione svolta nel capitolo 1 per ottenere i risultati fondamentali della
cinematica di un corpo rigido.

In generale per qualsiasi sistema di punti materiali, sappiamo che dare il movi-
mento, significa dare, in funzione del tempo, la posizione di tutti i punti che costi-
tuiscono il sistema; quando il sistema & soggetto a vincoli bilateri che limitano le
possibili posizioni dei punti, per quanto si ¢ detto nel paragrafo 1, bastera dare,
in funzione del tempo, le coordinate libere del sistema. Quindi nel caso di un sistema
rigido non soggetto ad altri vincoli bastera dare le coordinate di un suo punto e
i tre angoli di Eulero in funzione del tempo; in altre parole occorre dare la trasfor-
mazione rigida o rototraslatoria (v. VMG, cap. 4, par. 3) che porta una terna soli-
dale col sistema dalla sua posizione iniziale alla posizione finale.

In generale, la velocitd dei diversi punti di un sistema vincolato non pud essere
assegnata arbitrariamente ad un certo istante ¢; per dare, in questo istante ¢ tutte
le velocita dei punti del sistema (ovvero, come si dice, per dare atto di moto del
sistema all’istante ¢), occorre tener conto dei vincoli.

Vogliamo esaminare piu attentamente, ora, I’atto di moto di un sistema rigido.
Siano P e O due punti solidali con un sistema rigido e quindi con una terna soli-
dale con tale sistema; senza perdita di generalitd prendiamo I'origine di tale terna
in O. Allora P & fermo rispetto alla terna solidale col sistema; avra quindi rispetto
all’osservatore una velocitd v data dalla (10.13) del capitolo 1, che qui riscriviamo
indicando con v, anziché v la velociti di P

Ve =Y, + wA(P—0) (3.1)
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Nella (3.1), detta anche formula fondamentale della cinematica dei sistemi rigidi,
Vr € Vo sono le velocita dei punti P e O, w un vettore indipendente dai punti P ¢ O
prescelti, che ¢ detto velocitd angolare della terna solidale col sistema rigido, o,
piu brevemente, velocitd angolare del corpo rigido; un atto di moto della forma (3. 1)
si dice atto di moto rigido ese la(3.1) vale ad ogni istante si dice che il movimento
¢ rigido. In particolare se w =0 si parla di atfto di moto e movimento traslatorio
con velocita vy, se vo =0 di atto di moto rotatorio con velocitd angolare w in-
torno a un asse (diretto come w) passante per O e detto asse di rotazione. Si noti
che si parla di movimento rotatorio soltanto se (oltre a essere vo = 0) w non dipende
dal tempo; se invece «w varia col tempo, allora I’asse di rotazione varia col tempo
pur passando sempre per il punto fisso O (detto polo del movimento) e il movi-
mento si dice polare ('atto di moto ¢ in ogni istante rotatorio).

Se I'atto di moto di un sistema rigido & piano, cioé se tutti i punti hanno velocitd
parallela ad un dato piano fisso (detto piano direttore), allora v, sara parallelo al
piano e w perpendicolare ad esso (altrimenti w A(P—OQ) potrebbe avere una
componente perpendicolare al piano); allora se w 0, cioé¢ se latto di moto
non é traslatorio, esso & puramente rotatorio. Questo ¢ 'equivalente del Teorema
di Eulero sulle trasformazioni rigide (v. VMG, cap. 4, par. 3) e a tale teorema si
puod ricondurre; pitl direttamente, osserviamo (fig. 41) che se O ¢& preso nel piano
direttore e C & il punto di tale piano per cui

Yo =wA(0—C) (3.2)
allora la (3.1) sostituendovi 'espressione (3.2) diviene
vp =wAP—C) (3.3)

Naturalmente il punto C ¢, in generale, variabile da istante a istante, cioé il movi-
mento, anche se piano e non traslatorio, non si riduce a rotatorio; la (3.3) & tutta-
via utile nello studio dei moti piani purché si sappia trovare il punto C, detto
centro d’istantanea rotazione. A questo scopo giova osservare che P— C & sem-
pre perpendicolare a vp (Teorema di Chasles); cid si ottiene subito dalla (3.3) che
mostra che vz & perpendicolare a P—C.

Nel caso di un moto rigido tridimensionale, non & in generale possibile la ridu-
zione dell’atto di moto a un atto di moto rotatorio; perché questo avvenga, deve
esistere almeno un punto C con velocita nulla, cioé tale che

0=y, +wA(C—0) (3.4)

La (3.4) coincide con la (10.8) del capitolo 2, purché si sostituisca in quest’ultim_a-
Vo al posto di Mg, w al posto di R, C al posto di Q; quindi il moto sara riduci-
bile a rotatorio se w #0 e se

o (3.5)

r's
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dircttore

Figura 41.
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L’asse di rotazione avrd equazione:

w A Yo

C—0= o

+ Aw (3.6)

dove A & un parametro; la (3.6) ¢ analoga alla (10.11) come la (3.5) ¢ analoga
alla (10.7).

Llesistenza di un asse di rotazione implica quindi che l'atto di moto sia piano,
con piano direttore perpendicolare a w; a cid si poteva arrivare direttamente osser-
vando che in un atto di moto rotatorio tutte le velocita sono perpendicolari a w.
Osserviamo che, in generale, la riduzione dell’atto di moto a rotatorio e quindi
a un atto di moto piano non implica affatto che il movimento sia piano, perché,
oltre a C, pud variare da istante a istante la direzione dell’asse di rotazione; per
esempio, il moto pud essere polare (in tal caso particolare, C & fisso).

Se la (3.5) non & soddisfatta, cio¢ se l'invariante scalare vo-w & diverso da zero,
non & possibile ridurre I'atto di moto a rotatorio; si pud perd cercare l'asse dei
punti di minima velocita (asse di moto o asse del Mozzi), analogo all’asse centrale
di un sistema di forze. Sfruttando questa analogia o osservando che per i punti C
di tale asse deve essere w AV, =0, si trova che ’asse di moto ha I’equazione (3.6);
quindi I’asse di moto ¢ sempre parallelo a w, & luogo dei punti che hanno velocita
parallela a w, ¢ coincide con T'asse di rotazione, se I’atto di moto & rotatorio.
Quando nella (3.1) v, ¢ @ sono paralleli si dice che I'atto di moto & elicoidale; si
& appena visto quindi che un atto di moto rigido & sempre riducibile ad elicoidale
(pur di includervi i casi limite dell’atto di moto traslatorio, per cui w =0, e del
moto rotatorio, per cui vo = 0).

Se si compongono due moti rigidi, come si ricava dalla (3.1) tenendo conto del
parallelogramma delle velocita, si sommano le corrispondenti velocita angolari:
w = w, + w, (in particolare, se w; = —wy si ottiene un atto di moto traslatorio).
Passiamo ora a considerare il legame tra la velocita angolare w & le derivate degli
angoli di Bulero; come si € visto, la terna solidale col sistema rigido si ottiene da
quella fissa mediante tre rotazioni di angoli v, 6, ¢ intorno agli assi di versori
K, N, k. La velocita angolare, per quel che si & visto nel paragrafo 10 del capitolo 1
(in particolare, eq. (10.23)), & data nei tre movimenti da 9K, 6N, ¢k; componendo
i tre movimenti, per quanto si & appena detto, le tre velocitd angolari si sommano
e quindi:

w = pK - ON + gk (3.7
Ma:

N =icosp—jsing
K = Qsin0 + kcosf = isingsin0 4 jcosgsind + kcos0

e quindi

w = (1 sing sinf -+ 6 cosg)i -+ (3 cossinf —Osing)j -+ (eos + @)k (3.8)

da cui si ottengono le componenti della velocitd angolare rispetto alla terna mobile,
indicate di solito con p, g, r: -

p=yy sinq:s'mﬂ—l—écoscp
g = cospsin — 0 sin g (3.9)
1 =1cosl -+ ¢

Come si & studiato I'atto di moto, cioé la distribuzione di velocitd, cosi si studia

la distribuzione di accelerazioni in un sistema rigido, a cui si applica la formula
(10.28) del capitolo 1.




