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Esercizio 2. Dato il sistema dinamico
i=y+ay’, g=pzx—2°, a>0, >0
Studiare la stabilita’ dei punti di equilibrio con i metodi di Liapunov.

Per a =0 e 8 € R studiare le orbite nel piano delle fasi e disegnarle con il loro verso di percorrenza.

In particolare dire per quali valori di 8 € R e per quali condizioni iniziali si hanno orbite omocline.

Soluzione

Le posizioni di equilibrio sono Py = (z =0,y =0), Py 3 = (z = £/3,y = 0).

La traccia e il determinante dello Jacobiano calcolato in (0,0) sono: TrA = 0, detA = — < 0. ne segue
che P; ¢’ instabile.

La traccia e il determinante dello Jacobiano calcolato in P» 3 sono: TrA = 0, detA = 28 > 0 e il primo
metodo di Liapunov non si applica

Il sistema ammette un integrale primo
1 1
H(z,y) = 5(y° = B2*) + ;(a" + aa’) + ¢

Tale funzione soddisfa le ipotesi del teorema di Liapunov sulla stabilita’ per i punti P, 3 poiche’

1. H(£y/B,0) =0 con ¢ = 3%/4.
2. H(z,y) > 0in un intorno dei punti P, 3 perche’ la funzione H(z,y) possiede due minimi in tali punti
3. H(x,y) = VH - F =0 perche’ H € un integrale primo.

Per @ = 0 il sistema e’ di tipo meccanico conservativo con energia FE(x,y) = %y2 + V(z) dove
V(z) =zt — 1822

Graficando la funzione V(z) si studiano le orbite nel piano delle fasi. Per 8 < 0 si hanno orbite periodiche
e un solo punto di equilibrio P;.
Per 8 > 0 si puo’ avere un’orbita omoclina per condizioni iniziali tali che
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