Fisica Matematica, = Appello del 12/01/2016, A.A. 2015/20156 CIVILI

Esercizio 1. In un piano verticale 7, un disco omogeneo di massa M e raggio R e’ vincolato a rotolare
senza strisciare sull’asse Oz di un riferimento cartesiano ortogonale (O, x,y) di 7. Una sbarra omogenea AB
di massa m e lunghezza 41 ha un suo punto C incernierato senza attrito al centro C' del disco e sia ||AC|| =1
Sul centro C del disco agisce una forza elastica —kC*C', essendo C* la proiezione di C' sull’asse verticale Oy
e k > 0. Sull’estremo A della sbarra agisce una forza elastica —kA* A, di ugual costante k, essendo A* la
proiezione di A suul’asse verticale Oy.

Assunte come coordinate lagrangiane I’ascissa x di C' e I’angolo 6 che la verticale forma con AB si chiede:

1) Calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il carattere.

2) Scrivere la Lagrangiana dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio che e’ sempre stabile, le
equazioni dei piccoli moti e calcolare le frequenze nel caso in cui M = %m e mg = kl.

3) Determinare la reazione esterna agente sul disco nel generico atto di moto.

Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i teoremi
applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in esame.

SOLUZIONE

Dal vincolo di puro rotolamento si ha
Vo =% 1= wPAaTC

essendo T il punto di contatto tra il disco e I'asse Ozx.
Ne segue che w? = —ZF.

L’energia cinetica e’ data da

1 1., 1 1 MR? 1 12 :
T=T54+TP = §mvé + 51G92 + 5M;'u2 +5 2R w? = 5 (m + %M);f + 7%02 + 2mlcosfi0)

L’energia potenziale e’ data da
1 2, 1, 9
V(z,0) = mg(R — lcost) + §k (x — lsenf)* + 5](,‘1‘
e le posizioni di equilibrio sono
l
Ei(x=0,0=0), Ex(z=0,0 =m), Es(z = 3V 1—X2,0 =arcos(—=N)), Ey(x = —x3,0 =21 — 05)

Es, E, esistono solo se A = %”—lg < 1.

F4 e stabile VA, FEs €’ stabile se A < 1 cioe’ se esistono F3 ed Fy, e F3, F4 sono instabili quando esistono.
SGA:L E2:E3:E4.

La Lagrangiana dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio F4, stabile per VA e’ data

.1 3 Tmi RS D ,
L= 5((77"0 + §M)771 + — + 2mlinne) — 5(%771 + (kI* + mgl)ny — 2klnin2)

conn =x,m =0.



Le equazioni dei piccoli moti sono

3 7
(m + §M)’I]1 + mlijy + 2kn; — klns =0, gleﬁQ + mlZ + (k‘l2 + mgl)ng —klm =0

e nel caso in cui € M = 8m e mg = kI, le soluzioni di det(V — A\T) = 0, sono A\ = 3k/10m,

9
Ay = 9k /4m.

La reazione vincolare esterna agente sul disco si ricava dalla 1 equazione cardinale applicata all’intero sistema:
Mag +mag = (M +m)g —kA*A - kC*C + R"

proiettata sui due assi del piano .



