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Esercizio. In un piano orizzontale ⇡, un disco omogeneo di massa M e raggio R e’ vincolato,
senza attrito, a ruotare attorno ad un asse ortogonale al piano passante per il suo centro C posto sull’asse
orizzontale Ox di ⇡ a distanza a dall’origine O degli assi. Un punto P di massa m e’ vincolato senza attrito
a scorrere lungo il bordo del disco ed e’ soggetto ad una forza elastica ideale �kOP , e ad una forza elastica
�kQP essendo Q un punto del bordo del disco, k > 0 .
Assunte come coordinate lagrangiane l’angolo � che l’asse orizzontale forma con CQ e l’angolo ✓ che l’asse
orizzontale forma con CP ,

si chiede:

1) Calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il carattere.
2) Scrivere la Lagrangiana dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio stabile e le equazioni dei piccoli
moti
3) Calcolare la reazione vincolare esterna agente sul disco in uno dei punti di equilibrio

Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i teoremi
applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in esame.
Si ricorda di portare alla prova orale le ricevute attestanti il superamento degli esami prope-
deutici.

SOLUZIONE

1. L’energia potenziale e’ data da

V (�, ✓) = kaRcos✓ � kR2cos(✓ � �)

e le posizioni di equilibrio sono

E1(� = 0, ✓ = 0), E2(� = �⇡, ✓ = 0), E3(� = ⇡, ✓ = ⇡), E4(� = 0, ✓ = ⇡)

E1 e’ una sella per V, E2 un massimo, E3 un minimo, quindi stabile e E4 una sella.

2. L’energia cinetica del sistema e’ data da
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e la Lagrangiana dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio stabile E3 e’ data
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dove ⌘1 = �� ⇡, ⌘2 = ✓ � ⇡. Le equazioni dei piccoli moti sono
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⌘̈1 + kR2⌘1 � kR2⌘2 = 0, mR2⌘̈2 + (kaR + kR2)⌘2 � kR2⌘1 = 0

3. La prima equazione cardinale per l’intero sistema fornisce la reazione vincolare esterna agente sul disco,
che calcolata nella posizione di equilibrio E1 e’ data da

Rv
x = k(a + R), Rv

y = 0, Rv
z = (M + m)g
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