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Esercizio 1. In un piano verticale ⇡ un disco omogeneo di massa m e raggio r ha il centro C vincolato
a scorrere senza attrito sulla circonferenza di ⇡ di centro O, origine del piano e raggio R. Sul punto A del
bordo del disco agisce una forza elastica �kOA, k > 0.
Assunte come coordinate lagrangiane l’angolo ✓ che l’asse x forma con OC e l’angolo � che l’asse verticale
y forma con CA, si chiede

1) Calcolare le posizioni di equilibrio e studiarne il carattere

2) Scrivere le equazioni dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio stabile.

3) Calcolare la reazione vincolare nella posizione di equilibrio stabile

Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i teoremi
applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in esame.

SOLUZIONE:

L’energia potenziale e’ data da
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e le posizioni di equilibrio sono le seguenti
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Il determinante della matrice Hessiana e’ dato da

H(✓,�) = �mgkR2rsen✓sen(✓ � �)

Ne segue che H(P1) < 0 e P1 e’ una sella, H(P2) > 0, V�,�(P2) < 0 e P2 e’ un massimo,
H(P3) > 0, V�,�(P3) > 0 e P2 e’ un minimo, H(P4) < 0, eP4 e’ una sella.

L’unica posizione di equilibrio stabile e’ P3. Poniamo ⌘1 = ✓ � 3⇡
2 , ⌘2 = �� ⇡

e la lagrangiana delle piccole oscillazioni attorno a P3 e’ data da
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da cui si ricavano le equazioni dei piccoli moti

mR2⌘̈1 + (kRr + mgR)⌘1 � kRr⌘2 = 0,
1
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mr2⌘̈2 + kRr⌘2 � kRr⌘1 = 0

La prima equazione cardinale
mac = mg � kOA + Rv

proiettata sugli assi del piano e calcolata nella posizione di equilibrio P3 fornisce le componenti della reazione
in C

Rv
x = 0, Rv

y = k(�R + r) + mg

Si noti che Rv
y coincide con la reazione proiettata sulla normale nella posizione di equilbrio P3.

1


