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In un piano verticale π, un sistema meccanico e’ composto da un’asta omogenea OA di massa M e
lunghezza l e da un disco omogeneo di massa m e raggio R. L’asta e’ vincolata ad avere l’estremo O fisso
e il baricentro G del disco e’ incernierato all’estremo A della sbarra. I vincoli sono lisci. Tra il punto B
del bordo del disco, (vedi fig.) e l’estremo O dell’asta agisce una forza elastica ideale di costante k > 0.
Inoltre sull’asta agisce una coppia di forze di momento M = mglsenθcosθj essendo θ l’angolo che la verticale
discendente per O forma con OA e j il versore dell’asse y ortogonale al piano π.

Assunte come coordinate lagrangiane l’angolo θ e l’angolo φ che la verticale discendente forma con GB,
si chiede:

1) Calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il carattere.
2) Scrivere le equazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile;
calcolare le frequenze nel caso in cui e’ M = 2m, mg = 3kR e l =

p
6/5R.

3) Calcolare la reazione vincolare in O durante i moti di cui al punto precedente, nell’istante in cui e’
θ = 0, φ = φ0, θ̇ = φ̇ = 0.

1. Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i
teoremi applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in
esame.
2. Si ricorda di portare alla prova orale le ricevute attestanti il superamento degli esami
propedeutici.

SOLUZIONE:

V (θ,φ) = −(M/2 + m)glcosθ + klRcos(φ− θ)−mglsen2θ/2

Le posizioni di equlibrio sono:
P1 = (θ = 0,φ = 0), P2 = (θ = π,φ = π), P3 = (θ = 0,φ = −π), P4 = (θ = π,φ = 0)
P1, P2, P4 instabili (due selle e un massimo) e P3 stabile. Le equazioni delle piccole oscillazioni attorno

a P3 sono:

(
Ml2

3
+ ml2) θ̈ + (

Mgl

2
+ klR)θ − klR(φ + π) = 0,

mR2

2
φ̈− klRθ + klR(φ + π) = 0

e le pulsazioni proprie sono

∏1 =
k

m

p
6/5, ∏2 =

3k
m

p
6/5

Dalla prima equazione cardinale per l’intero sistema

MaC + maG = (M + m)g + Rv

si ricavano
Rv

x = (
M

2
+ m)kR(φ0 + π)(

M

3
+ m)−1 Rv

z = −(M + m)g

calcolate nell’istante e nei moti richiesti.
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