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Esercizio. In un piano orizzontale ⇡, un disco omogeneo di massa M e raggio R e’ vincolato a
ruotare attorno all’asse Oz perpendicolare al piano ⇡ e passante per il suo centro O. Un punto materiale
P di massa m e’ vincolato a muoversi lungo il diametro AB del disco. I vincoli sono lisci. Sul punto agisce
una forza elastica �kCP , essendo C = (0, c, 0) e k > 0. Sul disco agisce una coppia di forze di momento
M = �fRcos✓k, essendo ✓ l’angolo che l’asse Ox forma con il diametro AB del disco e f > 0.
Assunte come coordinate lagrangiane l’ascissa s di P lungo il diametro contata a partire da O e l’angolo ✓
si chiede:

1) Calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il carattere.
2) Scrivere le equazioni di Lagrange del moto e verificare la possibilita’ di moti con ✓ = ⇡/2 8t. In tal caso
determinare s(t).
3) Determinare la reazione esterna agente sul disco e quella agente sul punto in una delle posizioni di equilibrio

Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i teoremi
applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in esame.

SOLUZIONE

L’energia potenziale e’ data da

V (x, ✓) = fRsen✓ +
1
2
k (s2 � 2csen✓) + cost

e le posizioni di equilibrio sono

E1(s = c, ✓ = ⇡/2), E2(s = �c, ✓ = 3⇡/2), E3(s =
fR

kc
, ✓ = arcsen�), E4(s = s3, ✓ = ⇡ � ✓3)

E3, E4 esistono solo se � = fR
kc2 < 1.

E1 e’ stabile se � < 1 cioe’ se esistono E3 e E4, E2 e’ stabile 8� , e E3, E4 sono instabili quando esistono.
Se � = 1, E1 = E3 = E4.

L’energia cinetica e’ data da

T = TD + TP =
1
2

MR2

2
✓̇2 +

1
2
m(ṡ2 + s2✓̇2)

Le equazioni di Lagrange del moto sono

(
MR2

2
+ ms2)✓̈ + 2msṡ✓̇ � kcs cos✓ + fRcos✓ = 0, ms̈�ms✓̇2 + k(s� c sen✓) = 0

Sono possibili moti tali che ✓ = ⇡/2 8t purche’ s(t) soddisfi l’equazione

ms̈ + k(s� c) = 0

Cioe’ s(t) = Acos(
q

k
m t + �) + c con A,� costanti di integrazione.

1



La reazione vincolare esterna agente sul disco si ricava dalla 1 equazione cardinale applicata all’intero sistema:

MaO + maP = (M + m)g � kCP + Rv

e la reazione agente sul punto dall’equazione di Newton

maP = mg � kCP + �

che calcolate in una delle posizioni di equilibrio, per esempio in E1 danno

Rv
x = 0, Rv

y = 0, Rv
z = (M + m)g, �x = 0, �y = 0, �z = mg
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