Fisica Matematica, = Appello del 13/01/2015, A.A. 2014/2015 CIVILI

Esercizio 1. In un piano orizzontale 7, un disco omogeneo di massa M e raggio r €’ vincolato a
rotolare senza strisciare su una circonferenza fissa del piano di centro 'origine e raggio R. Un punto P di
massa m e’ vincolato senza attrito a scorrere lungo ’asse verticale Oy del piano.

Tra il punto P e il centro C del disco agisce una forza elastica di costante & > 0. Sul disco agisce una coppia
di forze di momento M = — frsenfk dove 0 e’ I’angolo che I’asse orizzontale Ox del piano forma con OC, k
e’ il versore dell’asse Oz ortogonale al piano e f > 0.

Assunte come coordinate lagrangiane I’ascissa y del punto P e ’angolo 6, si chiede:

1) Calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il carattere.
2) Scrivere la Lagrangiana dei piccoli moti attorno ad una posizione di equilibrio stabile, le equazioni dei
piccoli moti e calcolare le frequenze nel caso in cui M = %m e f=4k(R—r).

1. Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i
teoremi applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in
esame.

SOLUZIONE

1. Dal vincolo di puro rotolamento si ha
vo=(R—1)0t=wATC

essendo t il versore tangente all’orbita del centro del disco.

Ne segue che w = — R;” Ok.

L’energia cinetica e’ data da
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2. L’energia potenziale ¢’ data da (dL. = M - wdt. Cioe’ L. = —f(R — r)cos)
V(z,0) = f(R—1)cosd + %k (y* — 2(R — r)ysenb)

e le posizioni di equilibrio sono

Ei(y=0,6=0), Ex(y=0,0=m), Es(y =(R—71)V1—X2,0 =arcos(—N)), Es(y=—y3,0 =27 — 03)

E3, F, esistono solo se A\ = ﬁ <L

FE, €’ instabile VA, FE, €’ stabile se A > 1 cioe’ se non esistono F5 ed E4, e E3, E4 sono stabili quando
esistono.

3. La Lagrangiana dei piccoli moti attorno alla posizione di equilibrio Es, stabile per A > 1 ¢’ data
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conn =y,ne =0—m.

Le equazioni dei piccoli moti sono
. 3 .
mijy + ki + k(R =) =0, SM(R=1)%i} + k(R —=r)m + f(R=r)n2 = 0

le soluzioni di det(V — AT') =0, sono A; = k/2m, Ay = 3k/2m



