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Esercizio 1. Un sistema costituito da una lamina omogenea a forma rettangolare OABC di massa M
e lati OA = 2l, OC = l e da un punto materiale P di massa m e’ cosi’ vincolato senza attrito: la lamina
puo’ ruotare attorno al suo asse OC sovrapposto all’asse Oz di un riferimetro cartesiano Oxyz e il punto P
scorre su una retta sovrapposta al lato OA della lamina
Sul punto P agisce una forza elastica �kQP , dove Q = (l, 0, 0) e k > 0 Inoltre sul vertice A della lamina
agisce una forza ortogonale alla lamina di intensita’ F = fsen✓, f > 0, dove e ✓ e’ l’angolo che l’asse Ox
forma con OA.
Assunte come coordinate lagrangiane l’angolo ✓ e l’ascissa s = ||OP || del punto sulla retta sovrapposta ad
OA contata a partire da O e nel verso di OP , si chiede:

1) Calcolare le posizioni di equilibrio del sistema e determinarne il carattere.
2) Scrivere la lagrangiana delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio che e’ stabile per
qualunque valori dei parametri in gioco.
Calcolare la reazione vincolare agente sul punto P .

1. Si risponda ai punti precedenti spiegando, in modo conciso, il ragionamento seguito e i
teoremi applicati, verificando che le ipotesi di tali teoremi sono soddisfatte per il sistema in
esame.
2. Si ricorda di portare alla prova orale le ricevute attestanti il superamento degli esami
propedeutici.

Soluzione:

1) L’energia potenziale e’ data da

V (s, ✓) =
1
2
k(s2 � 2slcos✓) + 2flcos✓

e le posizioni di equlibrio sono date dalle soluzioni di

Vs = k(s� lcos✓) = 0, V✓ = kslsen✓ � 2flsen✓ = 0

cioe’

P1 = (s = l, ✓ = 0), P2 = (s = �l, ✓ = ⇡), P3 = (s =
2f
k

, ✓ = arcos(
2f
kl

), P4 = (s =
2f
k

, ✓ = 2⇡ � ✓3).

P3, P4 esistono solo per 2f
kl < 1.

Calcolando le derivate seconde di V e l’Hessiano si ha che
P1 e’ stabile se esistono P3 e P4, P2 e’ sempre stabile, P3, P4 quando esistono sono instabili.

2) Posto ⌘1 = s + l, ⌘2 = ✓ � ⇡, la lagrangiana delle piccole oscillazioni attorno a P2 e’ data da
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dove Iz = µ
R 2l
0

R l
0 ⇠2d⇠dz = 4/3Ml2.

3) L’equazione di Newton per il punto P proiettata lungo le direzioni (⌧ , k) ortogonali ad OA fornisce le
componenti della reazione richiesta:

m(s✓̈ + 2ṡ✓̇) = �klsen✓ + �⌧ , 0 = �mg + �z
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