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Esercizio 2. Dato il sistema dinamico
L.U:y+ﬂ$2, y:IQ*I*an ﬂER

Studiare, al variare di § € R, la stabilita’ dei punti di equilibrio con i metodi di Liapunov.

Per g = 0 studiare le orbite nel piano delle fasi e in particolare dire per quali valori delle condizioni iniziali
si hanno orbite omocline.
Per condizioni iniziali tali che I'energia ' = 1/8 che orbite si hanno?

Soluzione
Le posizioni di equilibrio sono P, = (z =0,y =0), P = (z = ﬁ, y= —ﬁ)

La traccia e il determinante dello Jacobiano calcolato in (0,0) sono: TrA = —f, detA =1. Per § > 0 il
punto e’ asintoticamente stabile, per 5 < 0 €’ instabile. Per § = 0 il primo metodo di Liapunov non da
informazioni sulla stabilita’. )

La traccia e il determinante dello Jacobiano calcolato in P, sono: TrA = % — [, detA = %[;1 < 0. Ne
segue che P, e’ instabile per qualunque valore di (.

Per 8 = 0 il sistema e’ di tipo meccanico conservativo e come funzione di Liapunov si prende l’energia
del sistema  E(z,y) = $y? + V() dove V(z) = —32® + 322 +c.

E(0,0) =0 con ¢ =0 E =0 lungo le soluzioni perche’ il sistema e’ conservativo e studiando la funzione
V(z) si vede che in = 0 si ha un minimo per V(). Ne segue che E(z,y) € definita positiva in un intorno
del punto P, e il teorema di Liapunov assicura la stabilita’ di P;.

Graficando la funzione V' (z) si studiano le orbite nel piano delle fasi.
Si ha un’orbita omoclina per le condizioni iniziali tali che

1 1
53/8 +V(zo) = 5 o € [71,1),

dove x1, soluzione di V(z) = }, ¢ uguale a —3.

Per E =1/8 e zp € [x_, z4] si hanno orbite periodiche. z_,z; sono le radici di V(x) =1/8



