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Esercizio 1.

a) Studiare le posizioni di equilibrio del seguente sistema

ẋ = y − αx, ẏ = −x2 + x + αy

al variare di α ∈ R e il loro carattere usando i metodi di Liapunov.
b) Nel caso α = 0, studiare le orbite e in particolare dire per quali condizioni iniziali si hanno orbite

periodiche

Esercizio 2.

a) Determinate gli autovalori e le autofunzioni del problema di Sturm-Liouville

X 00(x) + ∏X(x) = 0 x ∈ (−1, 1)

X 0(−1) = X 0(1) = 0

b) Applicare lo studio precedente per determinare la soluzione del problema

utt − uxx = 0, x ∈ (−1, 1), t > 0

ux(−1, t) = ux(1, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = cos4π(1 + x), ut(x, 0) = 1, x ∈ (−1, 1)

SOLUZIONE:

1. Le soluzioni di equilibrio sono P1 = (0, 0) e P2 = (1 + α2, α(1 + α2)).
Usando il 1 metodo di Liapunov si ha che P1 e’ instabile ∀α.
Per il punto P2 il primo metodo non funziona. La funzione H(x, y) = x3/3− x2/2− αxy + y2/2 + c e’ un
integrale primo che soddisfa le ipotesi del teorema di Liapunov e il punto P2 e’ stabile.
Per α = 0 il sistema e’ un sistema meccanico consevativo: T + V = 1/2y2 + x3/3− x2/2 = E.
Si disegnano le orbite nel piano delle fasi e in particolare si vede che per −1/6 < E < 0 e x0 ∈ [x−, x+] dove
x± sono le due radici positive di V −E = 0, si hanno orbite periodiche.

2. Gli autovalori sono dati da ∏0 = 0, ∏n = (nπ/2)2 e le autofunzioni da

X0 = c, Xn = cos
nπ(1 + x)

2
Si verifica facilmente ( con un cambio di variabili) che sono ortonormali rispetto al prodotto scalare in
L2(−1, 1).

u(x, t) =
a + bt

2
+

X

n

(ancos
nπt

2
+ bnsen

nπt

2
)cos

nπ(1 + x)
2

Imponendo le condizioni iniziali si ha che a = 0, b = 2, a8 = 1, an = 0 per n 6= 8, bn = 0. Ne segue che

u(x, t) = t + cos(4πt) cos4π(1 + x)
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