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Esercizio 1. Dato il sistema

ẋ =
1
µ

x− ωy − x(x2 + y2), ẏ =
1
µ

y + ωx− y(x2 + y2), ω > 0, µ ∈ R, µ 6= 0

determinare l’esistenza di un ciclo limite, il suo carattere e il periodo.

Esercizio 2. Studiare le oscillazioni trasversali di una sbarra elastica descritte dal problema

utt − c2uxx = 0, x ∈ (0, 2), t > 0

ux(0, t) = 0, ux(2, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = cos(2πx), ut(x, 0) = x, x ∈ (0, 2)

Esercizio 3. Disegnare le orbite nel piano delle fasi per un sistema la cui energia potenziale e’ data da

V (x) = −x5

5
+

x4

3

SOLUZIONE

1. L’origine del piano delle fasi e’ asintoticamente stabile per µ < 0 e instabile per µ > 0 come si vede
applicando il primo metodo di Liapunov. Per µ > 0, la circonferenza x2 + y2 = 1/µ rappresenta un ciclo
limite attrattivo di periodo T = 2π/ω.

2. Gli autovalori e le autofunzioni del problema spazio sono ∏n = (nπ
2 )2 e Xn(x) = cos(nπ

2 )

u(x, t) =
a

2
+

bt

2
+

X

n

(ancos(ωnt) + bnsen(ωnt))cos(
nπ

2
)

con ωn = cnπ
2 . Imponendo le condizioni iniziali si ha

a = 0, b = 2, a4 = 1, an = 0, n 6= 4, bn =
1
c
(

2
nπ

)3((−1)n − 1)

e
u(x, t) = t + cos(2cπt)cos(2πx) +

1
c

X
(

2
nπ

)3((−1)n − 1)sen(ctnπ/2)cos(nπ/2)
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