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Esercizio 1. Determinare l’equazione del ciclo limite per il seguente sistema e calcolare il periodo

ẋ = y, ẏ = −4x− y(4x2 + y2 − 4)

Esercizio 2. Determinare i punti di equilibrio e il loro carattere del seguente sistema

ẋ = y(13− x2 − y2), ẏ = 12− x((13− x2 − y2)

usando i metodi di Liapunov.

Esercizio 3. Determinare la soluzione del problema

utt − uxx = 0 x ∈ (0, π), t > 0

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) = senx + sen3x + sen5x, x ∈ (0, π)

ut(x, 0) = 0, x ∈ (0, π)

Soluzione:

1. Il sistema ammette soluzione x = y = 0 che e’ instabile e l’ellisse di equazione 4x2 +y2 = 4. L’energia
E = 1/2y2 + 2x2 cresce lungo le soluzioni che partono all’interno dell’ellisse e decresce al di fuori. Usando
un sistema di coordinate ellittiche x = 1/2ρcosθ, y = ρsenθ, si ritrova l’equazione del ciclo limite attrattivo
e si calcola il periodo che e’ T = π.

2. I punti di equilibrio sono P1 = (x = 1, y = 0), P2 = (x = 3, y = 0), P3 = (x = −4, y = 0) Applicando
il primo metodo di Liapunov si vede che il punto P2 = (x = 3, y = 0) e’ instabile. Il sistema ammette un
integrale primo

H(x, y) = 13/2(x2 + y2)− 1/4(x4 + y4)− 1/2x2y2 − 12x + c

che e’ una funzione di Liapunov per il punto P1. P1 e’ stabile
W = −H(x, y) e’ la funzione di Liapunov per P2 che e’ stabile.

3. la soluzione del problema e’

u(x, t) = costsenx + cos3tsen3x + cos5tsen5x
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