
NOME............................COGNOME.................................MATRICOLA..............ANNO DI CORSO....

Fisica Matematica, Appello del 4/07/2014, A.A. 2013/14 CIVILI

Esercizio 2. Dato il sistema dinamico

ẋ = y + k1x(x2 + y2 � �2), ẏ = �x + k2y(x2 + y2 � �2), � 2 R

1. Studiare, al variare di �, la stabilita’ della posizione di equilibrio (0, 0) nei due casi in cui
k1 = k2 = 1, k1 = k2 = �1

2. Determinarne l’esistenza, il carattere, il verso di percorrenza e il periodo di un ciclo limite nei due casi in
cui k1 = k2 = 1, k1 = k2 = �1

SOLUZIONE:
1. Applicando il primo metodo di Liapunov si ha che la traccia e il determinante dello Jacobiano nel punto
(0, 0) sono dati da: TrA = ��2(k1 + k2), detA = 1 + k1k2�4 > 0.
Ne segue che per � 6= 0 e k1 = k2 = 1, il punto (0, 0) e’ asintoticamente stabile, mentre se k1 = k2 = �1 e’
instabile. Per � = 0 il primo metodo non si applica.
Per � = 0 si prende come funzione di Liapunov W (x, y) = 1

2 (x2 + y2)
W (x, y) e’ definita positiva, si annulla nel punto di equilibrio e la sua derivata calcolata lungo le soluzioni
del sistema e’ data da

Ẇ = (k1x
2 + k2y

2)(x2 + y2)

Ne segue che se k1 = k2 = 1, (0, 0) e’ instabile e se k1 = k2 = �1 e’ asintoticamente stabile.

Passando a coordinate polari il sistema si scrive come

ṙ = r(k1 + k2)(r2 � �2), ✓̇ = �1 + (r2 � �2)(k1 + k2)sen✓cos✓

Per � > 0 si vede l’esistenza di un ciclo r = � che e’ attrattivo per k1 = k2 = �1 e repulsivo per
k1 = k2 = +1.
Il ciclo e’ percorso in senso orario e il periodo e’ T = 2⇡.
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