Appello del 17.2.2012: Compito A

Nome: Cognome: Matricola: D 1

D2

Domanda 1 [242+1 punti]

E1

Data la serie > > | an.

[2

(i) Definire la successione delle ridotte N-sime.

K3

(ii) Dare la definizione di convergenza assoluta della serie.

A4

(iii) Fare un esempio di serie convergente, ma non assolutamente convergente

E5

Risposta

La successione delle ridotte N-sime & cosi’ definita

N
SN = Zan
n=1

Definizione di convergenza assoluta della serie Y~ | a,, converge assolutamente se converge » ~ ; |ay|
Esempio di serie convergente, ma non assolutamente convergente

[e.e]

Z(_l)nJrl%

n=1

Domanda 2 [34+2 punti]

(i) Enunciare il teorema fondamentale del calcolo integrale.

(ii) Calcolare
i o sin(t?)dt
z—0 3

Risposta

Se f € una funzione continua in un intervallo [a, b], allora la sua funzione integrale F' : [a,b] — R data

da
F(z) = / F(b)dt,

¢ derivabile in (a,b) e vale F'(z) = f(x)

5 sin(t?) ’ sin(z?) 1

1. —_— = = —
xli% 1‘3 xlir(l) 3.%'2 3
Esercizio 1 [2 +2+2+2 punti ]
Data la funzione )
x —

determinare

(i) insieme di definizione e eventuali asintoti,



(ii) la derivata prima,
(iii) studiare la monotonia.

(iv) tracciare un grafico qualitativo.

Risoluzione (giustificare la risposta)

Poiche il modulo di annulla se e solo se si annulla il suo argomento,

P —6=0 < r=3ex=—2,

dunque I =R\ {-2,3}.

Le rette x = —2, x = 3 sono asintoti verticali per la funzione
I z—1 i z—1
m ——= llm —F——=-—
T——2" |£U2 - — 6| z——27F |332 - — 6‘
I z—1 I z—1 +
im ———— = lim ——— =+
a—3— |22 —x — 6]  2—3+ |22 —x — 6]
Risulta y = 0 asintoto orizzontale per la funzione:
z—1 z—1
lim —— = lim 0

z——o0 |12 — x — 6] = |22 — 2 — 6] -

302””_;1_6 >3
fla)=Q 725 —2<z<3

mg:ﬁlfﬁ T < —2
2_

Xi?—iz—%)@ T >3

f(z) = % —-2<z<3
2_
<0 x >3
f(z)< >0 —2<x<3

<0 < -2

f & decrescente per x < —2, f € crescente per —2 < x < 3, f ¢ decrescente per x > 3.
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Figura 1: Grafico di f(x) = lzx_f_xl_m
Esercizio 2 [3 punti]
Se f:R — R é continua allora
[a] f ¢ superiormente limitata E f3(x) >0, VzeR.
3¢ € R tale che f(¢) =0 @ 3 M € R tale che f(z) <M Vzx e [-5,—1].

Risoluzione (giustificare la risposta)

Una funzione f : R — R continua puo essere superiormente illimitata (f(z) = z). Una funzione
f : R — R continua puo essere nulla in uno o pitt punti (f(x) = 22). Una funzione f : R — R continua
puod essere sempre positiva (f(x) = 22 + 1). Per il teorema di Weierstrass la risposta esatta & d.



Esercizio 3 [4 punti]

t

Risolvere I'equazione differenziale 3 (t) + y(¢t) = e~* con le condizioni iniziali y(0) =0, y'(0) =1

Risoluzione (giustificare la risposta)

La soluzione dell’equazione omogenea associata

y'(t) +y(t) =0,
ha come soluzione
yo(t) = c1 cos(t) + cosin(t)

La soluzione particolare la cerchiamo nella forma

Yp(t) = Ce™.

t

Sostituita nell’equazione vy (t) + y(t) = e, si ottiene Cet + Cet = e, ossia C = L. Allora
2

1
y(t) = c1 cos(t) + casin(t) + 56-{
Imponendo le condizioni iniziali

1 1
0)=ci+-=0, = ;=
y() Cl+2 ) C1 9
3
5

Y0)=co—==1, < c2=

1
2
In conclusione

1 3 1 1
y(t) = D) cos(t) + 3 sin(t) + §e_t = 5(— cos(t) + 3sin(t) + e ").

Esercizio 4 [3 punti]

/6
/ cos.(t) it
o 1 —sin(?)

Calcolare

Risoluzione
/6 cos(t) /6 1
——————dt =—1In (1 —si =—In(l—=)=1n2
/0 T—sin(@) t n ( sm(t))] . n( 2) n
Esercizio 5 [3 punti]
Calcolare

1 1 1 entl e e\"
lim — — lim = lim <) = 400

1 — en—oo 27 1 —en—oco 27 e—1n—oo



