1 26.09 - Introduzione al corso. Richiami sulle serie geome-
triche. Serie di potenze. Intervallo di convergenza, raggio
di convergenza. Esempi.

1.1 La Serie geometrica

Consideriamo serie geometrica di ragione x

o0
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Sez =1siha
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Sia x # 1. Si ha

1 _ n
l+ata? 4 ta =
1—=x
Se |z| < 1 allora lim,,_,o, "™ = 0 e pertanto
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Se x > 1, poiche lim,_,, " = 400 si ha
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Sia ora x = —1,
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Pertanto la successione (s, )y non ¢ regolare.
Sia infine x < —1. Possiamo scrivere x = —|z|, e quindi
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1.2 Definizione e prime proprieta

La Serie geometrica costituisce un caso particolare di serie di potenze

o
Z an(x — z0)"
n=0

quando a, =1 n=0,1,...... e xg=0.

In generale i coefficienti a,, costituiscono una successione di numeri reali.
Con una traslazione y = x — xg possiamo ricondurci al caso xg =0
Infatti supponiamo di dover studiare I'insieme di convergenza della serie

o0

Z(l‘ - 1"

n=0
Si pone y =z — 1 e si studia
(o)
>y
n=0
che sappiamo essere convergente per |y| < 1.

Yy <1 <= |z —1|<1 <= —-1l<z-1<1 <= 0<x<2

Concentriamo la nostra analisi sul ruolo dei coefficienti a,,. Osserviamo di aver incontrato
gia le serie di potenze con nello studio delle serie numeriche (oltre le serie geometriche).
Facciamo alcuni esempi

z".

S|

o

n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per

|z| < 1. Il caso || = 1 deve essere studiato separatamente per x = 1 la serie diverge (serie

armonica), per x = —1 la serie converge (Criterio di Leibniz) pertanto l'insieme dove la serie
converge ¢ dato da (—1,1) U {—1}.

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per
|z| < 1. |z| = 1 deve essere studiato separatamente per x = 1 la serie converge, per z = —1
la serie converge (Criterio di Leibniz) pertanto 'insieme dove la serie converge ¢ dato da
(-1, 1)u{-1,1}.

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per
ogni x reale.



[o@)
g nz".
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge solo per z = 0.

o
E 3"
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolutamente) per |z| < 3.
|x| = % deve essere studiato separatamente per x = % la serie diverge, per x = —% la serie ¢
indeterminata.

Vediamo negli esempi che I'insieme di convergenza ¢ un intervallo, ’analisi nei punti di
estremo dell’intervallo varia da caso a caso. Il raggio di convergenza ¢ la meta della lunghezza
di tale intervallo.

Osserviamo che questa definizione ¢ estendibile al caso complesso. Sia z € C. Ripartendo
dalla serie geometrica e ricordando che

|z] = vV (R2)% + (S2)2 & il modulo di z.

abbiamo che la serie
o0
> "
n=0

converge se |z| < 1. Nel piano complesso (Rz, 3z) 'insieme /(Rz)? + (Jz)? < 1 individua il
cerchio di centro 0 e raggio 1 privato della circonferenza. Il raggio di convergenza (in questo
caso si ha perfetta corrispondenza con I'immagine grafica) e 1.

Dimostriamo ora che l'intuizione maturata sulla struttura dell’insieme di convergenza
corrisponde a un risultato matematico.

Proposizione 1. Se la serie
[o.¢]
g anx”
n=0

converge in un punto xy allora converge (assolutamente) in ogni punto x tale che |x| < |z1].

Dimostrazione. Sappiamo che la serie

o0

g any

n=0

converge. Assumiamo z1 # 0. Ne segue dalla condizione necessaria di convergenza

lim a,z7 =0
n—4o0o ol ’

ne segue che esiste NV € N tale che per n > N
lanxt| < 1.

Allora per n > N
n
|ana™| = |anzy| = lanzy|

z" T
y 1

3



Quindi tenuto conto che |a,z7| < 1

00 00 n

> a3 |-
n=N+1 n=N41 171
L’ultima serie converge se |z| < |z1]. O

2  28.09 Il criterio della radice e del rapporto per serie di
potenze. Esempi di applicazione. Equazioni differenziali
e serie di potenze. Calcolo dei coefficienti. Equazione di
Bessel di ordine zero.

2.0.1 Criteri per la determinazione del raggio di convergenza

Teorema 2.1. (Criterio di Cauchy) Se esiste il limite (anche +0o0)

lim {/|a,| =1,

n—+00
allora
1
r=-
!
Teorema 2.2. (Criterio di D’Alembert) Sia a, # 0, per ogni n. Se esiste il limite (anche
+00)
lim |22 =,
n—+oo | ap
allora
1
r=-.

[
Se [ = +oo allora r =0, se [ = 0 allora r = +00

Esercizio 2.3. Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze

>a(3)

n=0
Risulta

oo T n o 1 n

SEOROE

n=0 3 n=0 3
Calcoliamo

n+1
(1
On+1 (n+ )(3> 1 1

= :3(1+—).

Neseguel:%er:?)

Ricapitolando: data la serie di potenze, Y > ; a,z™ determiniamo il raggio di convergenza
r (i criteri non fanno intervenire x). Allora la serie converge assolutamente per |z| < r, non
converge per |x| > r, in generale nulla si puo dire per |z| = r.

Ricapitolando



Teorema 2.4. Data la serie di potenze si verifica sempre uno dei sequenti casi

e la serie converge per x =0
e la serie converge per ogni T reale

e la serie converge per |z| < r e non converge per |x| > r

2.1 Serie lacunari

Una serie di potenze che abbia infiniti coefficienti nulli si chiama serie lacunare. Un esempio

di serie lacunare & il seguente
o0 1 n
E nl=) 2
2
n=0

Anche se possiamo stabilire il raggio di convergenza della serie r = v/2, tuttavia osserviamo
che non possiamo applicare il criterio della radice o il criterio del rapporto in quanto possiamo
individuare due sottosuccessioni (date dagli indici pari e dagli indici dispari) che convergono
a limiti distinti.

2.2 Serie di Potenze ed equazione di Bessel di ordine zero

Illustriamo il Metodo di Frobenius per illustrare come determinare la soluzione dell’equazione
di Bessel di ordine 0.

zy’(x) +y'(z) +ay(x) =0, x>0

Ricordiamo le equazioni di Bessel di ordine n

2%y (z) + 2y (2) + (22 — n?)y(z) = 0, x>0

Aggiungiamo la condizione in x = 0, y(0) = 1,

y(z) = —zy"(z) —zy(z),  y(0)=0

Ricapitolando vogliamo risolvere

Assumiamo che la soluzione sia esprimibile in serie di potenze

0
y(SC) = Z anxn)
n=0

dalla condizione y(0) = 1 si ricava ap = 1. Dunque

oo o0 o0
y(x) :Zanx”: l+az+ax?+asz®+- 4. = 1+Zanx”: 1+ Zam+1xm+1
n=0 n=1 m=0



Calcoliamo i singoli termini

oo
zy(x) = Z anz™
n=0

o
y'(z) = a1+ Z(n +2)an 02"t
n=0

[e.o] o0

y'(x) = Z(n +2)(n + 1)apqaz™ xy(z) = Z(n +2)(n + 1)ay 92"

n=0 n=0

Sostituendo

o0

n=0 n=0 n=0

Riordinando

oo
a + Z (an + (n+ 2)2an+2> "t = 0.
n=0

Ricaviamo ag =1, a3 =0.

1
2 _ _
an + (n+2)%ant2 =0 Gn42 = —man
Se n e dispari a, =0, se n & pari alloran =2k k € N
1
ag(k4+1) = _ma%
1 1
ag = —27(10 = _ﬁ
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11 1111 1 1
g = ———Q) = —— — — — =
67 To232™ T To2329291 T 26 (31)2
a1 = 0,
— n_ 1 1
azn = (—1)" 55 COLE
Otteniamo
oo o o
11 1 2% 1
— 1) 2n _ —1)" el —1)"
y(z) n;( )" o n;( ) e 9 nZ:;( L

funzione di Bessel di ordine 0.

o o
Z(n +2)(n+ 1)an+2x"+1 +a + Z(n + 2)an+2x”+1 + Z anx"

=0



3 29.09 Serie di Potenze: Integrale e Derivata. Serie di Taylor.
Resto integrale e di Lagrange.

3.1 Serie di Potenze: Integrale e Derivata
3.1.1 Derivazione termine a termine

Sia Y > a,z™ una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0 e con somma

f(z) = Zanx" x| <.
n=0

La serie derivata
o0
E na,z" !
n=1

ha lo stesso raggio di convergenza della serie ) 7 j ana™ (applicare il criterio di D’Alembert),
la somma f(z) & derivabile e vale

o
fl(x) = Znanx”_l x| < 7.
n=1

Vediamo un’applicazione del risultato.

1 X
= E (=1)"x" lz] < 1
1+ o
)
—_— = —1)"Flpgnt lz| <1
5 (
(1 + l‘) n=1

3.1.2 Integrazione termine a termine

Sia Yo7 a,z™ una serie di potenze con raggio di convergenza r > 0 e con somma

f(z) = Zanx” |z <.
n=0

Si ha
xn+1

x +0o
/0 f(s)dS:Zann+1 lz| <r
n=0

Utilizziamo questo risultato.

1 =2
2n

;= (-1)'z || <1,

14+ o

Integrando
+00 1
arctanz = z:(—l)"2n7+1 2ntl lz] <1

n=0



Possiamo utilizzare il risultato per integrare per serie alcune funzioni non integrabili
elementarmente. Per a > 0 calcoliamo

“+00

/ Slnl‘d /a = 1 2nd Z( 1)n 1 2n+1
xr = D unm——— xr = — a .
2n +1)! o (2n+1)I(2n+1)

Introduciamo la funzione degli errori introdotta da Gauss

T +oo
f t2nd E 2n+1'
o \F / / '(2n + 1)I

Esercizio 1.
1 2n+3

26 dt = / 2 gt =
/0 Z n' n+3°

3.2 Serie di Taylor

Data una funzione f € C*(xo — r,z9 + 1) la serie

Z SRl xo (x — )"

si dice serie di Taylor relativa al punto xg. Se vale

NS w) e
fl@)y=>" o (@ 20) |z — zo| <,
n=0 '

la funzione f si dice sviluppabile in serie di Taylor per z: |z — x| < r.
I seguente esempio mostra che che esistono funzioni f € C°°(—r,r) che non sono uguali
alla serie di Taylor.

Esempio 3.1.

_ e_:%2 x#0
f(w)—{o o7

La funzione presenta derivate tutte nulle in xg = 0, e quindi la serie di Taylor ad essa relativa
vale 0 e non coincide con la funzione.

Funzioni analitiche (in senso reale).

Definizione 3.2. Una funzione f : I — R (I intervallo con (xvog — ryxo + 1) C I) si dice
analitica in senso reale se é sviluppabile in serie di Taylor in un intorno (xg — r,xo + 1) di
xo. [ si dice analitica in I se € analitica in ogni punto di I.

Ci occupiamo di condizioni di sviluppabilita di una funzione in serie di Taylor.



Definizione 3.3. Se f ¢ derivabile n + 1 wolte, il resto dato dalla formula di Taylor

o) = raao,) = f() — 3 S0
k=0

k

x — x0)

Sappiamo (resto di Peano) che
r(xg,n,x) = o((x — xp)™) x — .
Ci occupiamo di condizioni per cui

r(zg,n,x) — 0 n — +00

3.3 Resto Integrale e di Lagrange
Deduciamo ora altre espressioni del resto

Teorema 3.4. Se f ¢ derivabile n + 1 wvolte, il resto si puo esprimere

rn(xo, ) = /w w(l‘ —t)"dt

|
0 n:

Dimostrazione. La dimostrazione del risultato segue il principio di induzione. Per n = 0 il
risultato segue da

f(x) = f(zo) = / ’ f'(t)dt.

Assumiamo vera ’affermazione al passo n — 1. 1l resto al passo n — 1 si esprime

n—1 . T
rn—1(zo,z) = f(x) — Z / (!0) (z — z0)F.
k=0

k
e £(0) [ -t
T n(t . T n(t T — )"
et = [ oo ortan= [ o | - S
_ (.’L‘ _n!xo)nfn(xo) + /x: fn+1(t) (x ;‘t)ndt
In conclusione
n—1 .p T T — 10)" x T — )"
7“(130,71 B 17«T) _ f(x) . > f ]E;' 0) (.73 . xO)k — (n|0)fn(l’0) + /xo fnJrl(t)(n!t)dt,
e quindi
" fk(y L k(g T — x0)"
a0 a) = £(o) = 3 00 g = ) - 30 T (e I g
k=0 ) k=0 ’ '
/m fn+1(t) (IL‘ ;'t)n dt.



Dalla formula del resto integrale si deduce la formula del resto di Lagrange.

Teorema 3.5. Se f é derivabile n 4+ 1 volte in un intervallo I e x,xy sono punti di I, esiste
un punto & compreso tra x e xg tale che

(w _ $O)n+1

rn(z0,2) = fnﬂ(f)ma

Dimostrazione.
(x—t)"

dt =
n!

(70, ) = /JC 1)

0

Assumiamo x > zg. In [z, z] si ha

m < [P (t) < M,

essendo
m = min f"(t) M = max f""1(t).
[(E(),Z] [xg,x]
Abbiamo _— . . il
(n+1)! 20 n! (n+1)!
Ossia

Dal teorema dei valori intermedi applicato a f**1, si ha che esiste & per cui
17-1 T n
n+1 ($ - xo)nJr / n+1 (.%' - t)
= | =7 t)——>—dt
e = S| [ et

da cui la tesi. ]

4 03.10 Sviluppi in serie di Taylor di alcune funzioni, e¢*, sinz,
cosz, log(1+z), arctanz. Serie di potenze complesse, formula
di Eulero, funzioni complesse e*, sin z, cos z,sinh z, cosh z

4.1 Condizioni di convergenza

Teorema 4.1. Se la funzione f ¢é derivabile infinite volte in un intervallo (a,b) e se esistono
due numeri realt L e M tali che

|f™(z)] < ML™  Vz € (a,b) Vn,
allora per ogni xo € (a,b) la funzione é sviluppabile in serie di Taylor centrata in xg.

La dimostrazione ¢ basata sull’analisi del resto.
Esempi di funzioni analitiche in R: e, sinx, cos x.



—+00
i $2k+1

sinz = Z(—l) ]

k=0
+o00 B} $2k
CosT = Z(—l) k)
k=0 '

La dimostrazione segue dall’espressione del resto di Lagrange.
Esercizio 1.

> 3\n o 4n
2o (@)
" =) o > [
n.: n

Esercizio 2.

| |
x = (2n) —~ (2n)!
4.2 Serie di potenze in C
P = (2 +iy)*
La serie geometrica (per |z| < 1)
1
k
= z".
)
k=0
La serie di potenza in C
+oo
>
k=0
Definiamo ’esponenziale complesso
+oo

k
-3
k!

k=0

Una funzione f definita su un sottoinsieme aperto A di R o C & analitica se & rappresentabile
localmente come una serie di potenze: ogni numero xg € A ha un intorno aperto A’ C A, tale
che esiste una serie di potenze con centro xy che converge a f(z) per ogni x € A'.

Ogni serie di potenze con raggio di convergenza positivo fornisce una funzione analitica
sullinterno della sua regione di convergenza. Ogni funzione olomorfa (derivabile in senso

complesso, vedremo piu avanti) € una funzione analitica complessa.
Le formula di Eulero: per z € R, ¢ unita immaginaria.

eix + efix

COSY = ———
2

) ei:): _ efia:
sinx = -
21

Per z € C definiamo

11



Ccos z =
2
] 12 e—iz
sinz = .
21
e’ +e
coshz =
2
. z e*Z
sinhz =
2

Esercizi.

5 05.10 Funzioni trigonometriche. Esercizi. Ortogonalita del-
le funzioni trigonometriche. Sistema ortonormale

5.1 Esercizi:La formula del Binomio e la Formula di Eulero

Le formula di Eulero: per z € R, ¢ unita immaginaria.

e L e

COS = ——m——
2

) T e—iz
sinz = -
21

Ricordiamo la
Formula di triplicazione

cos 3z +isin 3z = (¢*)3 = (cosz + isinz)® =

= cos®z — isin® z + 3icos® zsinz — 3sin’ x cos z.

Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

3 2

cos(3z) = cos” x — 3sin“ xcosx

sin(3z) = —sin®z + 3cos® wsinz
Piu in generale si ha
Proposizione 2. Si ha
n
n n—k)w
cos(nx) = (k:) cos (2) cos® zsin"F z, neN

Dimostrazione.

cos(nz) = (g‘) _ ((eiﬂ“ : <e—iw>n> _

(cosx 4 isinx)" + (cosx —isinz)"
2

12



k

zn: <n cos® z(isin x)"F + cos® x(—isinz)"~
k 2

i <n> O+ () cost xsin"F g =

k 2
k=0
n @\ p—k =T \n—k
n\ (e2 )" "4 (e2 o
(e2) ( ) cosk zsin™F x =
k 2
k=0
n i(n—k)mw —i(n—k)w
n\ (e 2 + (e 2 .
( )+ ) cosk zsin® F x =
k 2
k=0
n
n n—k)w e
Z cos (7) cos® zsin™ F
k 2
k=0
Esercizio 5.1. Dalla formula di Eulero, x € R, i unita immaginaria i = —1.
ei:c _ e—i:c
sing = ————,
21

ricavare

- —k
sin(nz) = Z (Z) sin (712)77 cos® zsin" " * x, neN
k=0

Le funzioni sinx e cos x sono funzioni periodiche di periodo 2w

Proposizione 3. Si ha

— 2sin(%)
¢ 1
- sin(n+5)zr 1
cos(kx) = 2 =
kzzo 2sin(§) 2
5.2 Ortonormalita
Pern=1,2,...; m=1,2,... risulta
T 0
/ sin(ma) sin(nx)dx = { m#n
™ s m=n
0 m#£n

_r T m=n%#0

/7r cos(mz) cos(nx)dr = {

/ " cos(ma) sin(nz)dz = 0

—T

13



1

/ﬂ
™ —Tr

Om,n € il simbolo di Kronecker

Identita di Weber per n,m € N
sin(mz) sin(nx) =
sin(nx) cos(mz) =
cos(nx) cos(mzx) =

6 06/10 Esercizi

Esercizio 1. Per ogni z € C:

sin(ma) sin(nz)dz = pn;

1

/ cos(mz) cos(nx)dr = dp
7T —T

m=#mn

m=n

((cos((n —m)z) — cos((n +m)z))

((sin((n — m)x) + sin((n + m)z))

O~ N = N

((cos((n — m)z) + cos((n + m)x))

1) —sinz =cosz
) dz

2) —cosz =—sinz

) dz

[a] vera E la prima & vera e la seconda ¢ falsa
la seconda e vera e la prima e falsa @ entrambe false
Esercizio 2.
Per ogni z € C:

1) sin(—z) = —sinz

2) cos(—z) = cos(z)

[a] vera

la seconda & vera e la prima ¢ falsa

Esercizio 3. Sia z € C. Allora

E la prima & vera e la seconda e falsa

@ entrambe false

14



2

cos?z+sinz=1
[a] Vero
Esercizio 4. Sia x € R. Allora
+oo xk
COSh$ = Z @

k=0

[a] Vero

15
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Esercizio 5.
Per ogni y € R:

1) sin(iy) = isinhy
2) cos(iy) = isinhy

[a] vera E la prima € vera e la seconda ¢ falsa

la seconda ¢ vera e la prima ¢ falsa @ entrambe false

Esercizio 6.
Per ogni z =z +iy € C,z,y e R:

1) |sin(z)[* = sin®(z) + sinh?(y)
2) |cos(2)|* = cos?(z) + sinh?(y)

[a] vera E la prima & vera e la seconda ¢ falsa

la seconda ¢ vera e la prima ¢ falsa @ entrambe false

Soluzione Esercizi
Esercizio 1. A Vere entrambe. Infatti

d 1d, : 1 . 4
e sinz = 2—2,%(6” —e ) = Q—ii((ew +e**)) =cosz.
La seconda si dimostra in modo analogo.
Esercizio 2. A Vere entrambe. Infatti
sin(—z) = i(efiz — %) = —sinz
2i )
La seconda si dimostra in modo analogo.
Esercizio 3. A Vero. Infatti f(z) = cos?z + sin?z é vera segue dall’espressione di
sin(z) = 2-(e” — e7%) e cos(z) = (e 4+ e7%)
Esercizio 4. B Falsa. Infatti
2n
x
coshx =
nz;) (2n)!

16



Esercizio 5. B La prima é vera la seconda é falsa. Infatti

1 . , -1
siniy = ?(612?4 — 6_7’29) = — sinhy = isinhy.
i i

1 . .
cos iy = 5(6129 + e—zZy) = coshy.

Esercizio 6. A Vera.
Poiché, utilizzando ’esercizio precedente,

sin(x 4 iy) = sinz coshy + i cos x sinh y ,

cos(x +iy) = cosz coshy — isinzsinhy .

Si ha

|sin(z 4 iy)|? = (sinz coshy)? + (cos xsinhy)? = (sinx)?(1 + sinh? ) + (cos x sinh y)?

= sin? z + ((sinz)? 4 (cos z)?) sinh? z .

| cos(z + iy)|? = (cosz coshy)? + (sinzsinhy)? = (cosz)?(1 + sinh? x) + (sin z sinh )?

= cos’r + ((sinz)? + (cosz)?)sinh? z .
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