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Introduzione

Domanda: Chi & piu grande tra e™ e 7¢? (Dimostrare)
Riferimento bibliografico: lvan Niven The Two-Year College
Mathematics Journal, Vol. 3, No. 2. (Autumn, 1972), pp. 13-15.



Primi simboli

esiste

per ogni

appartiene

unione insiemistica

intersezione insiemistica

insieme vuoto

epsilon

delta

I'insieme dei numeri reali
00 piu infinito
—00 meno infinito
R Insieme dei numeri reali
R4 Insieme dei numeri reali positivi
R* Insieme dei numeri reali con |'aggiunta di —oco e +00
C Insieme dei numeri complessi

+tEsSOCm<W



Costanti fondamentali

e ~ 2.7182818284590452353602874713527
T~ 3,141592653589793238462643383279


http://it.wikipedia.org/wiki/E_(costante_matematica)
http://it.wikipedia.org/wiki/Pi_greco

Prime nozioni

A e B due insiemi di un insieme ambiente S. Con ( si denota
I'insieme vuoto
U unione insiemistica

AUB = {x € Aox € B}

» Per ogni A, B
AUB=BUA

> Perogni A, B, C
AU(BUC)=(AuB)UC
» () tale che per ogni A si ha
AUD=A

N intersezione insiemistica

ANB={xe€ Aex € B}



» Per ogni A, B
ANB=BNA

> Per ogni A, B, C
ANn(BNC)=(AnB)NnC

» () tale che per ogni A

AND=10
Sia A=
{Marrakesh, BuenosAires, St.Petersburg, Kyoto, NewYork, Santiago}
e
B =
{Toronto, St.Petersburg, Kyoto, Montreal, Barcelona, Vancouver, Halifax,
Trovare AN B e AUB.



Per I'insieme dei numeri naturali si trova in letteratura la notazione

N=1{1,2,3,...}

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
oppure
7 ={0,41,4+2,43,... }.

Questa modalita descrive I'insieme tramite gli elementi che lo
compongono, non & importante I'ordine in cui gli elementi vengono
elencati.

NcCZ,

perche ogni numero naturale & anche un intero (non essendo vero il
viceversa). L'insieme dei numeri razionali & descritto tramite la
proprieta che i suoi elementi devono soddisfare

Q:{%conm,neZ, conn # 0}

NCcZcQ



Le proprieta dei numeri reali
Si indica con R I'insieme dei numeri reali. In R sono definite le
operazioni di Addizione e Moltiplicazione ed una relazione d’ordine
totale < (minore o uguale) con le seguenti proprieta
» Per ogni coppia di numeri reali a, b si ha

at+b=b+a
(proprieta commutativa dell’Addizione)
» Per ogni a,b,c € Rsi ha
at+(b+c)=(a+b)+c

(proprieta associativa dell’ Addizione)
> Esiste ed & unico I'elemento 0 (zero) tale che per ogni a € R
si ha
O+a=a+0=a
(esistenza dell’elemento neutro rispetto all’ Addizione)
P> Per ogni a € R esiste un unico simmetrico rispetto
all’Addizione, detto anche opposto, —a € R tale che

a+(—a)=0



Per ogni coppia di numeri reali a, b si ha
a-b=b>b-a

(proprieta commutativa della Moltiplicazione)
Per ogni a, b,c € R si ha

a-(b-c)y=(a-b)-c

(proprieta associativa della Moltiplicazione)
Esiste ed & unico I'elemento 1 (uno),diverso da 0, tale che per
ogni a € R si ha

l-a=al=a.
(esistenza dell’elemento neutro rispetto alla
Moltiplicazione)
Per ogni a € R, a # 0 esiste un unico simmetrico rispetto alla
Moltiplicazione, detto I'inverso o il reciproco di a, indicato con

a~! o con 1/a tale che

a-a ~=a -a=1



» Per ogni a,b,c € Rsi ha
a-(b+c)=a-b+a-c

(proprieta distributiva della Moltiplicazione rispetto
all’Addizione)



Si indica con N l'insieme dei numeri 1,2, ..., Si indica con Z (
insieme degli interi) I'insieme dei numeri naturali unito con i loro
opposti € lo 0. L'insieme Q & I'insieme delle frazioni di interi. Un
generico elemento in @ & del tipo 7, , con n # 0. Le proprieta
algebriche descritte prima in (8) valgono in Q. Come conseguenza
dell’'operazione di moltiplicazione in R & definita |'operazione
potenza
a"=a-a---ra VaeR, VneN,
N——
n volte

con le proprieta seguenti

Dato un numero reale a > 0 esiste ed € univocamente determinato
il numero b radice aritmetica n-esima di a definita come

b=al/" « b"=a

Ricordiamo che +00 e —oo non sono numeri reali.



Vale la legge di cancellazione dell’addizione

atb=a+c = b=c

b=b+0=bta—a=at+tb—a=atc—a=a—atc=0+c=c

Vale ['unicita dell’'opposto .
Supponiamo che esistano due opposti
a+(—a)=0, a+a=0. Allora

at+(-a)=a+a

Per la legge di cancellazione dell’addizione si ottiene —a = a.



Proof.

[1] a+ a0 = al 4+ a0 = a(1 + 0) = a = a + 0, segue dalla legge di
cancellazione dell’addizione.

2] a+(—a)=(—a)+a=0 ael'opposto di —a, ossia

a = —(—a). per l'unicita dell'opposto

[3] (-1)a+a=[-141]a=0a=0, quindi (—1)a & l'opposto di
a. U



Per ogni a, b € R

ab=0 < a=0oppureb=0
Proof.
Se a = 0oppure b =0 si ha a0 = 0 per quanto precedentemente

dimostrato. Se ab = 0 allora se a = 0 I'asserto & vero, se a # 0
allora 3a~! tale che aa=! = 1. Allora

b=bl=b(aa !)=(ba)al=abal=0a1=0,

ossia b = 0.

O



La relazione < e di ordine totale in R ossia, comunque si
considerino due numeri reali a, b necessariamente deve aversi
a<b oppure b < aesono vere entrambe se e solo se a = b.
Inoltre tale relazione < & compatibile con le operazioni nel senso
precisato dalle proprieta : Va,b,c € R

a<b=a+c<b+c
0<aeld<b=0<a+b 0<a-b

Notazione: a< b<=a<bea#b
Per ogni coppia di numeri reali a, b € R vale una ed una sola delle
seguenti relazioni

a<b, a=b, a>hb.



Ricordiamo che una disequazione puo0 essere portata a una
disequazione equivalente (ossia che ammette le stesse soluzioni)

>

>

aggiungendo al primo e secondo membro uno stesso numero
reale senza toccare il verso della disuguaglianza.

moltiplicando primo e secondo membro per uno stesso numero
reale positivo (i.e. > 0) senza toccare il verso della
disuguaglianza.

moltiplicando primo e secondo membro per uno stesso numero
reale negativo (i.e. < 0) cambiando il verso della
disuguaglianza



| numeri irrazionali

Ci sono numeri reali che non appartengono all'insieme Q. Sono i
numeri irrazionali. Un numero irrazionale & quindi un numero reale
che non puod essere scritto come una frazione 7% con m, n € Z, con
n # 0. Alcuni numeri irrazionali sono numeri irrazionali algebrici
come la radice quadrata di due e gli irrazionali algebrici sono radici
di equazioni algebriche a coefficienti interi (esempio la la radice
quadrata di due & soluzione di x? — 2 = 0), altri sono numeri
irrazionali trascendenti come e, e gli irrazionali trascendenti non
sono radici di equazioni algebriche a coefficienti interi. | numeri
trascendenti furono per la prima volta distinti dagli irrazionali
algebrici da Kronecker.

Lemma
Se m? & pari, allora m é pari

Proof.

Se m fosse dispari m = 2k + 1, allora

m? = (2k + 1)? = 4k? 4 3k + 1 risulterebbe dispari contro
I'ipotesi. ]



[l numero v/2 non & un numero razionale.

Proof.
Supponiamo che v/2 sia un numero razionale. Allora esistono due
interi m e n privi di fattori comuni eccetto I'unita, tali che V2= %

. Elevando al quadrato si ha
2=— — m?=2

Questo implica che m? & pari, e che quindi m & pari, ossia esiste k
intero tale che m = 2k. Sostituendo a m? = 2n%abbiamo che
anche n & pari, e quindi m e n hanno in comune un fattore 2,
impossibile perché abbiamo assunto m e n privi di fattori comuni.
Abbiamo ottenuto una contraddizione con I'ipotesi. O



| numeri reali possono essere pensati come punti su una retta. |
numeri corrispondenti agli interi sono ugualmente spaziati. La
distanza tra due interi consecutivi & pari a 1. La distanza tra due
numeri naturali pari consecutivi € pari a 2. La distanza tra due
reali consecutivi x, = /n, n € N come si comporta
asintoticamente per n grande?

i WAL VRWATTeE)
X1 =X =V 1=y/n = ntl+yn IRZEaes

(diventa sempre piu piccolo).
La distanza tra due naturali consecutivi x, = n
comporta asintoticamente per n grande?

2. n €N come si

x,,+1—x,,:(n+1)2—n2:2n+1

(diventa sempre piu grande)



La distanza tra due reali consecutivi x, = vV'n? +1, n € N come si
comporta asintoticamente per n grande?

Xn41 —Xn=/(n+1)2+1—+/n?2+1=
2n

Vin+1)2+1+vVn2+1

Osserviamo

2 1 2 1
\/(n+1)2 1_\/21_,/1
(n+1)2+ n(+n+n2) M1+ +
1 1
/2 — 21+ =)= /1=
n’ + \/n(—l—n2) n\/+n2
2 1 1
\/(n+1)2+1+\/n2+1:n[\/(1+n+n2)+\/1+nz]%Qn
In definitiva
V(in+1)P+1—-vVnP+1x1




Riflettiamo sulla dimostrazione

x €Q, = EIm,nEZx:%, n#0

Cosa vuol dire negare x € Q7

x¢Q, — Vm,ner;ﬁ%, n+#0



Minimo e massimo tra due numeri reali

Ricordiamo che I'operazione min{a, b} definisce il pil piccolo
numero tra a e b, ossia

. a sea<b
min{a, b} =< T
b. altrimenti
L’operazione max{a, b} definisce il pitl pi grande numero tra a e
b, mentre
a, sea>b

max{a, b} = {

b. altrimenti



[a,b] ={x e Ra<x<b}
(a,b) ={xeRa<x<b}
(a,b] ={xeRa<x<b}
[a,b) ={x eR a< x< b}
Un intorno di un punto xg si scrive
I(x0,0) ={x€R:—xp—0 <x<xo+9},
6 > 0 rappresenta la semiampiezza dell'intorno.
Definition
Un punto xp € punto di accumulazione per I'insieme X se in un

qualsiasi intorno del punto xg cade almeno un punto appartenente
all'insieme [ diverso da xp.

Mostrare che x = 0 € un punto di accumulazione per
1
X={xeR:x== neN}
n

In generale tratteremo insiemi semplici di R come semplici unione
e semplici interserzioni di intervalli.



Il simbolo di somma e prodotto

La sommatoria & un simbolo matematico che indica la somma di
un certo insieme di numeri. Si usa la lettera ). Si deve indicare
I'intervallo di valori dove la somma ha luogo ossia il valore inferiore
e superiore dell'indice della somma; alla destra del simbolo »_ vi ¢’
un’' espressione algebrica che in generale dipende dall'indice di
sommatoria. Sia kg < k < ky allora

k1
Apg T A = Z ak-
k=ko

Fissiamo kg = 1, k; = N. Si ha

N
31+32+"'+3N:Zak
k=1



Valgono le seguenti regole

g N N
Z Ak = Z aj
k=1 j=1
>
N N N
Zak—i-Zbk = Z(ak+ bk)
k=1 k=1 k=1
N N
ank:cZak, ceR
k=1 k=1
> Per1<J<N
J N N
Z ag + Z ag = Z ak
k=1 k=J+1 k=1
» Perpe N
N N+p
Z Ak = Z aK—p
k=1 K=p+1



Vero o falso

Vero o falso

Vero o falso

N N+1
a1 =) a
k=1 k=2
N N-1
Zakfl = § ak
k=1 k=0
N N



La produttoria & un simbolo matematico che indica il prodotto di
un certo insieme di numeri. Si usa la lettera [[. Si deve indicare
I'intervallo di valori dove la produttoria ha luogo ossia il valore
inferiore e superiore dell'indice della produttoria; alla destra del
simbolo [] vi & un’espressione algebrica che in generale dipende
dall'indice di produttoria

N
aaaz--an = || a
k=1



Minimo e massimo di un insieme di numeri reali

Dato un insieme X di numeri reali un numero reale m & un
minorante per X se
Vx e X x> m.

Se l'insieme X ha un minorante, X si dice inferiormente limitato.
Dato un insieme X di numeri reali un numero reale M & un
maggiorante per X se

Vx e X x <M.

Se l'insieme X ha un maggiorante, X si dice superiormente
limitato.
Un insieme inferiormente e superiormente limitato si dice limitato.

Example
» L’insieme
X={x=(-1)", neN}

e inferiormente e superiormente limitato. L'insieme dei
minoranti & dato da



L’insieme
X ={x=(-1)" neN}
ha come insieme dei minoranti

Xm={x€eR, x < -1},

il cui massimo & & —1 (minimo dell'insieme X), mentre |'insieme
dei maggioranti & dato da

XM:{XGRale}a

il cui minimo & 1 (massimo dell'insieme X).



Se esistono, il minimo e il massimo o appartengono all'insieme:
puo’ accadere che l'insieme non ammetta massimo o minimo. Ad
esempio

1
)(Z{X:;7 nGN},
non ammette minimo. L'insieme dei minoranti
Xm={x € R, x <0},

ammette perdo massimo. |l numero 0 non & il minimo di X. E
I'estremo inferiore dell'insieme X. Analogamente

1
X={x=—-=, neN},
n
non ammette massimo. L'insieme dei maggioranti
Xv={x€R, x>0},

ammette pero minimo. |l numero 0 non & il massimo di X. E
I'estremo superiore dell'insieme X.

M é |'estremo superiore dell'insieme X ossia M & il minimo dei
maggioranti dell'insieme X.



Non esiste ¢ € @ elemento separatore degli insiemi

Y={q€Qq>0,¢">2}
X={qeQq<0lU{g>0, ¢*><2}.
Dim. Dovra risultare

x<c<y, VxeX,VyeyY

Se c € X, sia ¢ > 0 allora ¢ # 2 (per quanto precedentemente
dimostrato), e dovra risultare c? < 2.



Sihaper NeNe

2c+1
N>
2 —c2’
allora )
— e X.
c+N
Infattic—i—%é@e
1.o 5 1 2c
(C+N) =C +m+ﬁ<2

Abbiamo trovato un elemento di X maggiore di ¢, contro |'ipotesi

x<c VxeX



Assioma di completezza

Siano A e B due insiemi non vuoti di numeri reali con a < b
Vae A, Vb € B. Allora esiste c ¢ Rtalechea<c<b
Vae A, Vbe B



Theorem
Ogni insieme X di numeri reali che non sia vuoto e che sia limitato
superiormente possiede un estremo superiore.

Proof.
Indichiamo con Y l'insieme dei maggioranti di X. Y # (.
Applichiamo I'assioma di completezza. Esiste M reale tale che

x<M<Zy VxeX,VyeyY

M & un maggiorante di X ossia M € Y, ed & minore di tutti gli
elementi di Y. Quindi M & il minimo dei maggioranti. L]



Analogamente

Theorem
Ogni insieme X di numeri reali che sia non vuoto e inferiormente
limitato possiede un estremo inferiore.

Per ogni insieme numerico X non limitato superiormente si pone
sup X = 400
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta seguente
VM eR, dx3 € Xtc x3>M.

In modo analogo, se X non & limitato inferiormente allora non ha
minoranti. Ciog, comunque si consideri un numero reale m, esiste
un elemento in X minore di m.

Per ogni insieme numerico X non limitato inferiormente si pone

inf X = —o0
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta

VmeR, dxx e X tc xx<m.



Esercizi

Dimostrare

Va, b € R, —(a
Va,b e R, (-a)-b=—(a-b)
Va,b € R, (—a)-

Va,b € R, a-b=0ea#0=—=b=0
Va, b € R, a-b=0<«<= a=0oppure b=0
Vero o falso

V] [F] Va2 =avaeR ~1€eN
T€Q [0,5] C [L,6]



Quale & vera?

[a] va=a non ammette soluzione in R |[b]a® = b* < a=b

0,3€Q E un numero naturale € Q



Quale & vera?

[a] max{a, b} > min{a, b} Va,beR
E max{a, b} > min{a, b} Va,beR

un numero reale al quadrato & sempre > 0.



[l modulo di x

Dato x € R il modulo di x & definito

x| = {x, x>0,

—X, x <0

Osserviamo che
|x| = max{x, —x}
Vale per x,y € R
> x| >0
> x # 0 se esolose |x| >0
> |x[ =]—x]
> x| < x < x|
» |x| < rseesolose —r < x <r rreale positivo.
| 2

|x| < r seesolose —r <x<r,r reale positivo.



> [xy| = [x]ly|

> x4yl < [x]+ 1yl

> x| = Iyl| < x — y]

> |x| = |y| se e solo se x? = y?,
Ix| < |y| se e solo se x? < y2.

Dati N numeri reali a, k € N, dimostrare

N N
> ad < lad
k=1 k=1



Il principio di Induzione

In Arithmetices principia Peano introduce i numeri naturali N
dando le seguenti regole

» 1 & un numero € N,

» |l successivo di un numero € N & un numero € N,

» 1 non e successivo di nessun numero € N,

P se i successivi di due numeri € N sono uguali, anche i due
numeri sono uguali,

» Se un insieme A contiene il numero 1 e il successivo di ogni
suo elemento, allora A =N,



Gli assiomi riguardano |' operazione del passaggio da un numero
naturale al suo successivo, |'ultimo dei quali particolarmente
importante nel definire le operazioni in N. Esso & il principio di
induzione. Data una proposizione P(n), con P(1) vera se
dall’assumere P(n) vera (ipotesi induttiva), risultera P(n+ 1)
vera, allora la proposizione sara vera per ogni n € N.

& n(n+1) ", n(n+1)(2n+1)
k=—— k? =
=TT & 6

Dimostrare per esercizio



La disuguaglianza di Bernoulli e altri casi

Spesso alla base di dimostrazioni di teoremi, la disuguaglianza di
Bernoulli asserisce che

(1+x)">1+nx, VYneN, x> —1.

Proof.

La disuguaglianza & verificata per n = 1. Assumendo vera la
disuguaglianza al passo n si ha

14+x)"=1+x)"14+x)> Q4+ nx)(1+x)>1+(n+1)x.

O



Dimostrare al variare di x € R

Ix"| = |x|", neN



Disuguglianze
Introduciamo il simbolo ! (fattoriale di n): & un’applicazione di N
in N che agisce cos’i

11=1, n!'=n(n—1)!
Esempio :
5! = 5(4!) = 54(3!) = 543(2!) = 54321 = 120
Dimostriamo tramite il principio di induzione

nl > 21 Vn>1neN

Proof.
Per n =1 & verificata. Assumendo vera la disuguaglianza a/
passo n , si ha

(n+ 1) =nl(n+1)>2""12=2"



Dimostriamo tramite il principio di induzione

2" > n, Yn>1,neN

Proof.
Per n =1 & verificata. Assumendo vera la disuguaglianza a/
passo n , si ha

2" =2 > 2n > n+ 1.



Sia a > 1. Dimostrare che

~1
Ja-1<2"2 vwneN
n

Proof.

Prendendo x = a;nl applichiamo la disuguaglianza di Bernoulli

a—1

(1+ )" > a,

passando alla radice nesima si ha il risultato.

O



Un altro caso

Se il prodotto di n numeri reali e positivi &€ uguale ad 1, la loro
somma risulta > di n. Dim. Il risultato & vero per n = 1.
Supponiamo che x;xo - xp, =1lexg+x0+ -+ x,>ne
dimostriamo che se

X1X2 * * *+ XpXp+1 = 1,
allora
X1+ X2+ Xp+ Xpp1 = n+ 1.

Se
x1x2 + -+ XpXpp1 = 1,

allora



> tutti i fattori sono uguali. Quindi sono tutti uguali ad 1 e la
loro somma vale n+ 1, e il risultato € dimostrato.
Se non,

» Esistera almeno un fattore piu piccolo di 1 ed un fattore piu

grande di 1.
Supponiamo
x1 <1, Xnt1 > 1.
Poniamo
Y1 = X1Xn+1,
abbiamo

yiXo- Xy =1,

possiamo dunque applicare il risultato assunto vero al passo n, ne
segue

Yi+ X2+ Xy 20,



ma
X1+ X2 Xn+ Xnt1 = (Y1 + X2+ Xn) + Xnp1 — y1 +x1 >

N+14+xpr1—y1+x1—1=n+14+xp41 —X1Xpt1+x1—1=

n+1+4+ (xpr1 —1)(1 — xq)

Poiche
(Xn41 = 1)(1 —x1) 20,

il risultato & dimostrato al passo n+ 1.



Theorem
Siano dati x1,x2,x3,Xs . . . Xn, non negativi, n € N. La media
geometrica Mg & il numero

3=

Mg = (x1x0X3 . .. Xn)

La media aritmetica M, & il numero

X1 +Xo+ X3+ ...+ Xp
- .

M, =

Si ha
M, > Mj.



Proof.
Consideriamo AX/,—;, e /\%’ /\Z

, allora la radice ennesima del

g XL X2 L X il ri
prodotto vale 1 ossia M My M, = 1, e per il risultato

precedente fi- + §F + 47 > n, ossia M, > M.

e —



Diamo un’altra dimostrazione per induzione che fa uso della
disuguaglianza di Bernoulli



» Per n =1 la disuguaglianza & vera risultando
X1 = X1

» Supponiamo che al passo n — 1 risulti

Si ha




Mo (1 = Mol (M () xe = M1\ "
M M, n M M, n

a a

Per applicare la disuguaglianza di Bernoulli dovra risultare
—M,, + x, > —nM, ossia (n — 1)M, + x, > 0, che risulta verificata.



(=i &
M M, M,
(Ma)" > xa(M;)"

e quindi per l'ipotesi induttiva
(Ma)" > Xn(Mé)n = X1 - Xn = HXI = g)n-

e la dimostrazione & completa



Disuguaglianza di Young per esponenti razionali

Come applicazione della disuguaglianza tra la media aritmetica e
geometrica dimostriamo la disuguaglianza di Young per esponenti
razionali.

Definition

Dato p > 1, p € R diciamo coniugato di p il numero reale g tale
che

S4S =1
P q



n

Sep= -, mné&Nconm<nil coniugato di p & dato da

n

q= .
n—m

Theorem
Disuguaglianza di Young (esponenti razionali): dati due numeri
reali positivi x e y, e dati p, q numeri razionali verificanti
% + % =1, siha o
xy < it + -
P q



Proof.

Dalla disuguaglianza sulle medie

1 X1+ X0+ X34 ...+ Xy
(x1x2X3 ... Xp)n < .

Fissiamo
X1 =X0 = ...Xm=xP Xmi1 = ...Xp = b9

Fissiamo p = .- con m < n, segue che il coniugato di p ¢ dato da

_ n
q= —. allora

mxP + (n — m)y9
n

<

m n—m m n—m
n

()7 ()7 < Tar . Ty,

segue allora la disuguaglianza. O



Formula del binomio

Definiamo

(1) = 7y

Dimostrare per esercizio, per 1 < k < n, (0! = 1, per convenzione.)

<Z>+<kﬁ1> - <n11>

Applicare la formula precedente per costruire il triangolo di
Tartaglia Dimostrare per induzione

(a+b)" = Zn: (Z) a"kpk,

k=0

per ogni coppia di numeri reali a e b.



Dim. L'asserto & vero per n = 1. Assumendo vera la formula al
passo n la dimostriamo al passo n+ 1. Vogliamo dimostrare che

n+1
(3 + b)n+1 — Z (n + 1) an+1—kbk
K .

k=0



(a+b)"™ = (a+b)"(a+b) = ( s <n>a”_kbk)(a+b):

n n n
Z <k) an-&-l—kbk +

k=0

n n—

a4 Z <Z> antl-kpk 4
k=1

k=



n <
k=1

”) n+1— kbk+z(/ > ntl—jpi 4 pntl
-1

x

Z) Ak 3 <k n 1> a1k pk |+l _
k=1



n+L+§:[<Z> < >}n+k%bk+bﬁl_
> ("

<” 1) ntl—kpk 4 antl 4 pntl

n+1\ o1k«
<k> b
k=0



Esercizi

Dimostrare

v =3 (F)wa-

k=0

Dimostrare tramite il principio di induzione

Si=1+q+q +--+¢"" =




Successioni limitate.

Definition
Una successione di numeri reali € un'applicazione dall'insieme N
dei numeri naturali in R:

neN— x, €R.

L'elemento x, € R & quindi I'immagine del numero n € N.

Una successione di numeri reali si dice inferiormente limitata se
esiste m € R tale che x, > m, Vn € N. Una successione di numeri
reali si dice superiormente limitata se esiste M € R tale che

xp < M, ¥n € N. Una successione si dice limitata se risulta
inferiormente e superiormente limitata.



Una successione si dice
monotona crecente
Xn+1 > Xp,

Esempio: 2".
monotona decrescente
Xntr1 < Xn,

Esempio: (%)n

Osserviamo che una successione pud non essere monotona ma
essere oscillante (esempio (—1)")



Dimostriamo che la successione

1 n
Xn :(1+n) .

€ monotona crescente.



Applicando la disuguaglianza

ar+ -+ apt1
"“al...anﬂﬁ—rﬂr
n+1
con
1
al:...:an:]_—l—— and an+1:17
n
otteniamo

1/ 1
+1<1+1)”§n+2:1+ .
n n+1 n+1

Cio & equivalente a x, < x,4+1. Quindi (x,) & crescente ed &
inferiormente limitata da x; = 2.



In piu applicando la disuguaglianza

ar+ -+ apg2

"Ya...a <
1 n+2 > n+2

con
1 1
31:~--:an:1—|—; and an+1:an+2:§

iz 1IN 1 1 2
1 f) I.I< —1
\/(+n 2 2= n+2

Equivalente a x, < 4. Quindi (x,) & limitata superiormente da 4.

otteniamo




e=sw{(1+7)]

Il numero e e la base dei logaritmi naturali

e ~ 2.7182818284590452353602874713527.....



n+1
Esercizio. Dimostrare (1 + ,17> e limitata

Proof.

1 n+1
0§<1+n> <38



La successione

1\t 1\" 1
x,,:(1+) :(1+) <1+)
n n n

¢ decrescente.

Proof.

Abbiamo Per n > 1 consideriamo il quoziente

n+1 n+1
1 +1
o () ()

Xni1 . n+2 ) n+2
<1+n+1> 1+ 29

Xn _(n+1 "2/t "H_ n [((n+1)? "+2_

Xpr1 o n+2 n  n+1\n(n+2) N

n 1 nt2 n 1
1+ —— > 1+-|=1
n+1< +n(n+2)> _n+1< +n>




1 >
n+1( +n(n+2)) _n—l—l(

—

1 n+2 1
1+ — > (14 =
<+n(n+2>> -< T

Applicazione della disuguaglianza di Bernoulli.



Successioni divergenti positivamente e negativamente

Definition
Una successione (x,)n si dice divergente positivamente, se per ogni
numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v—x, > M.

In questo caso si scrive

lim x, = +oo.
n—oo



Definition
Una successione (x,)n si dice divergente negativamente, se per
ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v—x, <-—M.

In questo caso si scrive

lim x, = —o0.
n—oo



Esempio di successione divergente positivamente : x, = 2"
lim 2" = +o00
n—o0

Esempio di successione divergente negativamente : x, = In %

lim In— = —o0

n—o0 n
Definition
Si dice che la successione (x,)y converge al numero reale /, se per
ogni € > 0 esiste v € N tale che n > v = |x, — /| < . In simboli

lim x, =1,
n—oo

che si legge limite di x,, rispetto a n uguale ad |.



Poiche |x, — I| < € equivale a
—e<xp—1<e,

ciog
l—e<x, <l+e¢g,

si pu0 anche scrivere
n>v—l—c<x,<l+e.

. . . n
Esempio di successione convergente : x, = (%)

1
lim — =20
n—oo N

limpyoo (3)" =0



La funzione parte intera, nota anche come funzione floor (dalla
parola inglese floor che significa pavimento), ¢ la funzione che
associa ad ogni numero reale x il piu grande intero minore o uguale
ax.

La parte intera superiore, nota anche come funzione ceil (dalla
parola inglese ceiling che significa soffitto), definita nel modo
seguente: per ogni numero reale x ceil( x ) & il piu piccolo intero
non minore di x. Esempio, ceil(2.7) = 3, ceil(2) = 2



UNICITA" DEL LIMITE Una successione convergente non puo
avere limiti distinti Dimostrare.



Una successione convergente é limitata. Dimostrare.



Teorema

Se (x'n)n e (X n)n sono successioni regolari (cioe successioni che
ammettono limite € R U {—o00, +00}), si ha

: ’ " : / : "
1. ||mn—>oo(C1X n + C2X n) =c1limp oo X'n+ c2limp oo x7p,

: / "oy AT 1"
2. limpseo (X n - X" n) = limpsoo X n - limp_oo X7,
/ li /
I Xp  NMpyooX'p
3' IMp— o0 o I-iﬂl
X'n IMp_00 X' n

in tutti i casi in cui il secondo membro ha significato in
RU {—o00, +00}.



Forme Indeterminate

Se x',, = —o0 e x"’,, — +00, allora X', + x”,, non puo essere
inquadrata in nessuno dei casi gia considerati.

Questo rientra infatti tra quelli in cui il secondo membro
—00 + (+00) non ha significato in R.

Facciamo vedere, per mezzo di esempi, come la successione
x'n + X", pud essere di qualunque tipo.

Xp=-nx"s=n x,+x",=0, convergente;
’ "o n / "o n .
Xp==—nx"p=n+(-1)" x'n+x",=(-1)", non regolare;
Xp=—nx"n=n X,+x"n=(n—1)n — +o0;

xXp=—=nx",=n x’n+x"n_n2(1—n), — —00.



Per questo motivo quando

x', = —00
x", — 400

si dice che la successione
/ "
Xn+X'n

si presenta sotto la forma indeterminata m



Analoghe considerazioni valgono per x’,, — x”, se X', — +o0c e
x", — +00 o0 anche se x',, = —o0 e x"/,, = —o0.

> Se
x', =0
x", — +oo
la successione
/ "
Xn X n,

si presenta nella forma indeterminata .



» Se invece

x'n = £oo
x", — +oo
si dice che la successione .
X' n
Xlln’

si presenta nella forma indeterminata

813




» Quando, infine

x', =0
x", —0

si dice che la successione ,
X'n

Y
X//n

si presenta nella forma indeterminata



[l teorema del confronto

Theorem
Siano xp, yn, € z, tre successioni.

> Sex, > x€ER, z,>x€R, ex, <y, <z, alloray, — x
> Sey, = 400 e x, > yp, allora x, — +00.

> Sey, = —00 e xy < yp, allora x, — —o0.



Esempio.

Dall'identita

Dalla formula del binomio,

[((n)i - 1) + 1} g kz_% (Z) <(n)i - 1>k,

considerando nella somma unicamente |'addendo ottenuto per

k = 2, otteniamo
1 2
n(nz) ((n)i - 1> < n,

2 2
03(”)%‘1<"ﬁ’ 1§(n)%<1+ P

Concludiamo passando al limite.

quindi




Calcolo di limiti

Sia x, una successione a termini positivi. Posto

_ Xn+1

=
Xn

si ha: se limp— 4o yp < 1 allora limp— 4o xp, = 0.
Applicazione. x >1,c¢>0,ne N

> C
. n

lim =0
n——+oo x"N
> n
. X

lim =0



Successione non regolare

Definizione. Una successione (x,)n si dice non regolare o
oscillante se non ammette limite.
Esempio di successione non regolare: x, = (—1)

||mni)oo(_1)n

™ non esiste il



Dato I'applicazione i : N — N. (k) = j con i(k +1) > i(k), una
successione estratta & la successione ristretta a i(k). Se x,
converge a x € R (oppure diverge positivamente o negativamente)
allora ogni estratta di x, converge a x (oppure diverge
positivamente o negativamente).



Example

Non esiste il lim,_,(—1)" percheé calcolata nell'estratta di indici
pari la sottosuccessione converge a 1, nell'estratta di indici dispari
la sottosuccessione converge a —1.



Permanenza del segno per successioni

Sia lim,— 400 Xp =/ con [ > 0 allora esiste v tale che x, > 0 per

n>v.
Sia
lim x, =1 lim =/
n——+00 n n——+00 Yn
> Se x, < 0 per ogni n alora x < 0. Ricordare I'esempio x, = —*

n
xp < 0 per ogninma /=0

» Se x, < 0 per ogni n allora | <0.

» Se x, < y, per ogni n allora | < /'



Dimostrare che se per x, y reali risulta x < y + ﬁ per ogni n € N,
allora x <.



Il teorema fondamentale sulle successioni monotone

Theorem
Se x, & crescente e superiormente limitata allora

supx, = lim x,
n n—00

Se x, & decrescente e inferiormente limitata allora
inf x, =
n

lim x,
n—oo

Se x,, é crescente e superiormente non limitata allora

supx, = lim x, = 400
n n—00

Se x,, & decrescente e inferiormente non limitata allora

infx, = lim x, = —oc0
n n—o0



Supponiamo, per fissare le idee, che (x,)y sia crescente. Se non &
limitata, non lo & superiormente. Infatti x; & un minorante.
Comunque si scelga un numero M € R esiste un elemento della
successione, x,, tale che x, > M.

Per ogni n > v si avra x, > x, > M e questo significa x, — +o0.



Se (xp)n € limitata, avra estremo superiore ey € R. Per le
proprieta dell’estremo superiore, per ogni € > 0 esiste un termine
della successione, sia x,, tale che x, > ey — €.

Per n > v si avra x, > x, e x, < ep. Percio da n > v segue

emy—e<Xx, < xp,<ey-+e.

Cio significa x, — ep.
In modo analogo si prova |'altro caso.



Come esercizio sul teorema fondamentale sulle successioni
monotone provare il teorema nel caso di successioni decrescenti e
limitate. (suggerimento /" = inf,, x,. Per definizione di estremo
inferiore x, > I’, per ogni n; inoltre Ve > 0 esiste v tale che

xy—e<l'. Max, <x,sen>v..).



Calcolare

1 n
lim (1 - 2) .
n—oo n

Dalla disuguaglianza di Bernoulli

1 1\"
1—<<1—2> <1
n n

Da cui, passando al limite

1 n
lim <1 — 2> =1
n—o0 n



Tenuto conto dell'esercizio precedente calcoliamo

1 n
lim (1 — > .
n—o00 n



Abbiamo

1\" 1
lim (1 - ) ==
n—o00 n e
n n n
lim <l—l2> = lim (1—1) lim <1—|—1>
n—o00 n n—00 n n—o0 n

( l)n ||mn%oo<1_,,12> B 1

allora

=
i e
limp— oo (1 + },)




Abbiamo che non esiste il limite della successione

se n & pari,
(™=)" sen & dispari.

O

3
—
—
333
41
VLI U
N
S



Il termine generale della successione si puod anche scrivere

1—1
an = (1+%
(1—3%)" sen & dispari

)" sen épari



Successioni di Cauchy

X1, X2, X3, ... di numeri reale si dice di Cauchy se per ogni numero
reale e positivo €, esiste un intero positivo N tale che per tutti gli
interi positivi m e n con m,n > N, risulta

|Xm — xn| < €



Ricordiamo: non & sufficiente che ogni termine sia arbitrariamente
vicino al termine precedente per avere una successione di Cauchy.



Prendiamo
an = \/57

ogni termine & arbitrariamente vicino al termine precedente:

1 1

ant1—an=vn+1 \[ \/m+ﬁ<2ﬁ
Comunque con crescenti valori di m, i termini a,, — a,, diventano
arbitrariamente grandi. Per ogni indice n e per ogni numero reale
~ > 0, esiste un indice m grande abbastanza tale che a,, — a, > 7.
(Prendi m > (y/n +)2.) La successione a, = /n, non & una
successione di Cauchy.
Ogni successione di Cauchy di R & convergente in R



Completo: non ci sono "punti mancanti” nell'insieme. L'insieme
dei numeri razionali con la metrica Euclidea non & completo: si
puo costruire una successione una successione di Cauchy di numeri
razionali che convergono a un numero ¢ Q.



Serie

I
M8
RS

X1+X2+ ... Xg+ -

k=1
n
Sh=X1+X+...X5 = X)
k=1
lim s,
n—oo
> Se la serie & convergente allora
lim x, = 0.
n—oo

> Teorema sulle serie a termini non negativi: una serie a termini non
negativi non puo essere indeterminata: & convergente oppure
divergente positivamente.



Non & semplice calcolare la somma di una serie. Si studia il
carettere della serie cercando di stabilire se la serie converge
oppure no



Serie geometrica di ragione x € R

o0

1+X+X2+-~-+X"_1—|—~--:ZXk
k=0

Ridotta n-sima

Sn=1+x+x+ - +x"1

Se x=1si ha
Sp=14+1+--+1=n.

Sia x # 1. Si ha

n
1 1-x

T x+x2 44 x"t =

1—x



Se |x| < 1 allora limp_o0 x” = 0 e pertanto

. o 1—x" 1
lim s, = lim = .
n—o00 n—oo 1 — x 1—x

Ricordiamo: teorema del limite del prodotto di una successione
limitata per una infinitesima
Se x > 1, poiche lim, o x" = +00 si ha

. . ox"—1 1 : n :
lim s, = lim = lim x" — lim = 400
n—o00 n—oo X — 1 x—1 n-ooco n—oo X — 1




Siaora x = —1,

_1—(—1)”{ 0, n=2p

o 2 11, n=2p+1

Pertanto la successione (s,)y non & regolare.

Sia infine x < —1. Possiamo scrivere x = —|x|, e quindi
B ) e e V
14 x 14|
1—|x|?
E o
_ 1+ |XJ
1+ |x|?P~1 5p 1
—_— n— —
1+ x| P

Ne segue che s, — —00 € 5551 — +00 e pertanto Alim,_ . Sp
Allora

- 1

> XK= lim s, = x € (~1,1)
n—oo

k=0



1,5=15/10=13/2
Funzione generatrice di un numero decimale periodico.
Calcoliamo la frazione generatrice di 1,5

“+o00
[ 1 5
1,5 = 145(10) " 145(10) 2+ - - 45(10) "4+ -- =145 ()" = 14>
+5(10) 7 +5(10) "+ - -+5(10) "+ +n§(10) +3
14
9
Calcoliamo ora la frazione generatrice di 1,85
— 8 5 5
1.85=14 —+—+—=+ -+ =

10 = 100 = 1000

4 X1, 4 5 167
1+5+5nz_;(10) =1+:+55= 00



Dimostrare che la frazione generatrice di 0.5 & uguale a 5/9
Soluzione.

0,5 =5(10)"1 +5(10) 2+ --- +5(10) "+ --- =



. 1
2



n
1
Ltsn=1+)

k=1

Successione monotona crescente limitata

"1
>
k=1

1 1
1 =1 1+ 4oy — =
+ sp +(+2+ +23”ﬁ>

n
1
k=0

1

1
2

=3

<



Dalla formula del binomio di Newton

(1+ ) 1+Z”(” (n—2)...(n—k+1) 1

nk k!




Osserviamo per k >1

n(n—1)(n—-2)...(n—k+1) nln—1)(n—-2)...(n—k+1)

k
n n... ”k—volte

k—1
n

n(n—1)(n—-2)...(n—k+1)

<1
p )

—10-Ha-3. a-
nk*VOlte n n

1\" "1 "1
k=1 k=0

la prima disuguaglianza segue passando al limite

Allora,



Prendiamo n + p con p intero positivo. Allora

1+§(n+p)(n+p—1)(n(n+f;)k2)~--("+l’—k+1)k1!

k=1

n

2]__|_Z(n+p)(”+P_1)(n+p—2)...(n+p—k_|_1) 1

(n+ p)k k!

k=1

Da cui passando al limite su p e osservando che

1=Ilim (n+p)n+p—1)(n+p—2)...(n+p—k+1)
P (n+ p)




1 \"P
<1+ > — e p— 400
n—+p

"1
ex1+)
k=1

Allora passando al limite su n otteniamo I'altra disuguaglianza, e
quindi 'uguaglianza.



Approssimazione di e .

e~ 2,71828



1
e:ZH

k=0
Calcoliamo
’%1_”1_ U S 1
k! k:Ok!_(n+1)! (n+2)! " " (n+m)

k=0

1 1
(n+1)!<1+(n+2)+"'(n+2)---(n+m)> =



1 1 1 1
(n+1)1<1+ (n+2)+"'(n+2)m—1)<nm

Allora per m — 400, troviamo

0<e—zk' nn"

disuguaglianza che consente il calcolo approssimato di e.



€ non € un numero razionale



Proof.

Sappiamo e > 2. Ricordiamo

0<e_zkl nnl’

per n =1 si ha e < 3; assumiamo per contraddizione che e sia un
numero razionale e = g con p, g interi positivi primi tra loro e
g > 1. Allora

P o1 1

o<q(2-3 1)<,

q =K a
e otteniamo una contraddizione poiche il primo membro & un intero
positivo e il secondo membro & un numero minore di uno. O



Serie armonica

Si chiama serie armonica la serie di temine generale x, = 1/n.

Theorem

La serie armonica
1+ L + L + + L +
2 3 n

diverge positivamente.



Consideriamo per k € N

1 k
Xk:<1+k)

k
Allora e > (1 + ,1() Poiche la funzione In x & crescente in (0, +00)

1:|nezk|n(1+i>



Da cui )
p >In(k+1)—Ink
Facendo le sommedalan

n

Zizzn:ln(k—i—l)—lnkzln(n—l—l)

k=1 k=1

In conclusione s, > In(n+ 1) e quindi la serie armonica diverge per
il teorema di confronto sulle successioni.



Importante notare Per la serie armonica
o0

1
P
n=1

¢ verificata la condizione x, — 0; questa condizione & percio
necessaria, ma non & sufficiente per la convergenza della serie.



Teorema (criterio del confronto asintotico)

Sia x, una successione a termini non negativi per cui esiste il limite
e
lim nx,=1%#0.

n—-+o00

oo
E Xp = +00
n=1

Allora



Esempio Studiare il carattere della serie
+o0 n
1\"1
> (1+3)
n/ n
n=1

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la
serie € positivamente divergente



Serie armonica generalizzata

Per p numero reale e positivo. La serie armonica generalizzata &
data da -
1
P
n=1 n
= 1 +o0 p<1
> =

— < 00 p>1



Dimostrazione del caso di convergenza

La successione delle ridotte n-sime e regolare, pertanto per
valutarne il limite possiamo considerare una sottosuccessione.

o [ R S =
S = T e | T T T T T T o T T e
2h-1 2 3P (2h-1)p T (2h-1 4 1)P (2h —1)p
11 1 h 1
h—1
L+ 255 4y 2 iy > [(QP_l)k_l} <



teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p un numero reale e
positivo. Supponiamo p < 1. Sia x, una successione a termini non
negativi tale che per cui esiste il limite e

lim nPx,=1%#0.
n—+00

Allora

o0
g X, = 400
n=1



Esempio

Studiare il carattere della serie

= 1\" 1
> (143)

n=1

1 n
lim (1 + ) = e.
n—o0 n



Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la
serie & positivamente divergente.



Teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p > 1 un numero
reale. Sia x, una successione a termini non negativi tale che per

cui esiste il limite in R di

lim nPx,
n—-+oo

Allora
o0

Z Xp < +00

n=1



Studiare il carattere della serie

+oo 1 n1
>(1+0) %

n
n=1

1 n
lim (1 + ) = e.
n—o0 n



Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la
serie & convergente.



Studiare il carattere della serie
=2 1\" 1
21+ )
n=1

Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la
serie & convergente per a > % (<= 2a >1) e divergente per
O<a< %



Criterio del confronto

Consideriamo le due serie
—+o00 “+o00
E Xn, E Yn
n=1 n=1

con 0 < x, <y, Vn. Siha

| 2
“+o0 —+00
Zyn converge —> E Xp converge
n=1 n=1
>
+oo +o0o

Zx,, diverge — Zy,, diverge

n=1 n=1



Studiare il comportamento della serie

>
> .
k:lk +k+1

La serie & convergente, infatti
+oo +00
1 1
D erkiis e
2 = 2
— k2+k+1 — k

Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.



Studiare il comportamento della serie

*2” (n! 42"
—~ (n+1)!
r.Abbiamo
(n'+27) S n 1
(h+1)! = (n+1) n+1

Dunque la serie
—+00

Z n' + 2"
pard (n+1)!
e positivamente divergente.



Studiare il comportamento della serie

r. La serie & divergente.

VK2 +1< VK2 + 142k =k+1,

k=1 j=2
Quindi
= 1 =1
Z 5 Z - = +00
k=1 k“+1 j=2 J

Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.



Studiare il comportamento della serie

*f 1/k+1\*
k k )

k=1

r. La serie & positivamente divergente. Infatti

1/k+1\* 1 1\* 2
() =21+ 2) > 2
k<k> k<+k>_k

Il risultato segue allora dal confronto con la serie armonica.



Criterio del rapporto

Data una serie a termini positivi Z:;X{ Xp tale che esista il limite

Xn+1
Xn

lim =1/, con x, # 0 per n grande,
si ha
> se / > 1 la serie diverge

> se /| < 1 la serie converge

P non ne stabilisce il comportamento / = 1.



Criterio della radice

Data una serie a termini positivi Zf;’? X, tale che esista il limite

lim x, /" = 1,

> se / > 1 la serie diverge
> se / < 1 la serie converge

» non ne stabilisce il comportamento / = 1.



.. . 2
Esercizio Sia 12, . Allora

[a] La serie converge @ La serie diverge
Nessuna delle precedenti



n

Esercizio Sia 220—1 %H una serie tale che lim,, o x, =1¢
- n

Xxp > 0 Vn € N. Allora

[a] La serie converge @ La serie diverge
Nessuna delle precedenti



Dopo aver determinato dalla formula ricorsiva

Xp41 = Xnﬁ
X0 = 1

I'espressione di x,, studiare il comportamento della serie

[eS)
g Xp.
n=2

r. Si ha

Xp = —.
n!

Si pud procedere alla dimostrazione utilizzando il principio di
induzione. La formula & vera al primo passo e se supponiamo che
sia vera per n — 1, ossia x,_1 = (‘31711)!, si ha x, = x,,_lg. Dal
passo n — 1 si ricava

enfl e e

= —1D)ln al

da cui I'asserto.



el

Si tratta ora di studiare la convergenza della serie > 77, <. E

verificata la condizione necessaria per la convergenza

. n . N “ . e . . . . .
limp_oo & = 0. La serie & a termini positivi. Applicando il criterio
del rapporto si ha

el pl e

(n+1)!5:n+1_>0




Criterio di Cauchy per le serie

Condizione necessaria e sufficiente affincheé la serie
oo
> X
k=1
converga & che per ogni € > 0 esista un indice v > 0 tale che

n+p

>

k=n+1

<€,

per ogni n > v e per ogni p € N.



Convergenza assoluta

Consideriamo le due serie

400 400
E Xn, E |Xn|
n=1 n=1
Si ha
| 2
+oo +o00
E |xn| converge — g Xp converge
n=1 n=1
>

+oo 400
Zx,, converge /= Z|x,,\ converge

n=1 n=1



Per avere due serie differenti nel carattere, la serie _7°] a, dovea
contenere un numero infinito di cambi di segno. Una serie
prototipo di questo tipo &

+o00

Sy

n
n=1

La serie
—+00

Z(_l)n—i-ll

n
n=1
& convergente.



Criterio di Leibniz

Vale il Criterio di Leibniz

Per ogni n € N, sia x, positivo, decrescente e infinitesimo. Allora
la serie
—+o00

> ()"
n=1
converge.



| numeri complessi. L'unita immaginaria: il numero /

Non tutte le equazioni ag + aix + asx® + - -+ 4+ a,x" = 0 con

ap, a1, - - - an € Z hanno una soluzione nell'insieme dei numeri reali.
Estendiamo i numeri reali affinché equazioni polinomiali

ag + aix + axx? + - -+ + a,x" = 0 abbiamo almeno una soluzione
nell’estensione di R che indichiamo con C (chiusura algebrica di
R). In particolare I'equazione x?> 41 =0 non ha soluzioni in R.
Definiamo I'unita immaginaria i soluzione dell’equazione
x?>4+1=0. La proprieta del numero i & data dalla relazione

2= 1.



Forma algebrica dei numeri complessi

Un numero complesso z € C corrisponde ad una coppia ordinata di
numeri reali (x, y). Definiamo forma algebrica di un numero
complesso z

z=x+1ly.

X € y sono rispettivamente la parte reale e il coefficiente dell'unita
immaginaria immaginaria, e vengono scritti tramite la notazione

x =Rz y =Sz

La forma algebrica si presta facilmente all'operazione di somma.



Dati due numeri complessi z=x+iy e w = u+iv
I'operazione di somma C x C — C si definisce al seguente modo

(zw) = 2+ w = (x+u) +i(y + V)

Esempio: z=1+i w=1+4 3i.
Ricordiamo che

z=0 < (x,y)=(0,0).



Nell'operazione di prodotto C x C — C si opera algebricamente
sapendo che i = —1.

zw = (xu — yv) + i(yu + xv)
Esempio: z=1+i w=1+4 3i.
w=1+N1+3)=14+i+3i+3(?)=1-3+4i=-2+44i
L'opposto —z & dato da
—z=—x—1ly

Abbiamo
z=0 < (x,y) =(0,0).



|z| = V/x2+y2 = \/(Re z)2 + (Im 2)2 modulo di z
la distanza nel piano xy del punto (x, y) da 0.

Notiamo che

|Z’:Oseesolosezz0

Valgono le proprieta
|zw| = |z||w|
2+ wl| < |z| + |w]

diseguaglianza triangolare
Calcolare il modulo del numero complesso

z=141



Esercizio

z+i

. Determinare la forma algebrica del numero complesso Z*:

z+i _x+ily+1)  x+ily+1)(x—ily—1)) _
z—i x+ily—1) x+ily—1)(x—i(y —1))

X2+ (y?>—1) —ix(y — 1) +ix(y + 1)
X2+ (y —1)?
x> +y?—1 Y 2x
= i
X4+ (y =12 X+ (y—1)




| numeri complessi si possono identificare con i punti del piano
reale ed & particolarmente importante la simmetria rispetto all'asse
delle ascisse espressa dall’operazione di coniugio C — C. Dato

z = x + iy il coniugato di z & il numero complesso

Z=x-—1ly.



L'operazione di coniugio & una funzione complessa di variabile
complessa che vediamo. Studiamone le proprieta.



Dato z e w € C, z+ w & un numero complesso, a cui possiamo
applicare I'operazione di coniugio. |l risultato non cambia se
consideriamo z e ne facciamo il coniugato, consideriamo w e ne
facciamo il coniugato, e poi sommiamo i due. In simboli

zZ+w=Z4+Ww



Dato z e w € C zw & un numero complesso, a cui possiamo
applicare I'operazione di coniugio. |l risultato non cambia se
consideriamo ze ne facciamo il coniugato, consideriamo w e ne
facciamo il coniugato, e poi moltiplichiamo i due. In simboli

Z-W=2Z-Ww
Inoltre se operiamo due volte I'operazione di coniugio otteniamo il
numero di partenza.

NI
I
N



Ha interesse considerare il prodotto di z per il suo coniugato Z.
Mentre il prodotto di z con se stesso produce un nuovo numero
complesso z? il prodotto di di z per il suo coniugatoz fornisce un
numero reale.

2z =(x+iy)(x—iy) =x*+y* = 2| (1)

essendo

|z| = /X2 + y2 = /(R2)2 + (S2z)2 modulo di z.



Notiamo che |z| =0 <= z=0. Per z # 0 si ha

7 _ .z
ZW =1 per cul z :W

da cui si ottiene la formula del reciproco.

-1 x ;Y
X2+y2 X2+y2




Valgono le relazioni




Si ha una corrispondenza biunivoca tra i numeri complessi e i punti
del piano cartesiano (piano di Gauss). In tale corrispondenza:

x = R(z) rappresenta |'ascissa di (x, y) e y = 3(z) rappresenta
I'ordinata di (x, y).

» | numeri della forma x + 0/, (i numeri reali) corrispondono ai punti
dell’asse delle ascisse che detto asse reale, evidenziando che si ha
R cCC.

» | numeri della forma 0 + iy = iy, (immaginari puri) corrispondono
ai punti dell'asse delle ordinate detto asse immaginario.

» Disegnare |'opposto di z e il coniugato di z.



Argomento di z in (—m, 7.

arctan £, x>0
¢=qarctanL +7, x<0,y>0

arctanZ — 71, x<0, y<0

X I<

Discutere I'argomento dei numeri complessi immaginari puri.



Forma trigonometrica dei numeri complessi

La rappresentazione nel piano dei numeri complessi permette una
rappresentazione mediante coordinate polari forma trigonometrica
di z. La forma trigonometrica & particolarmente utile nelle
operazioni di prodotto e radice.

= 0
{X peost pER,p>0,0€l0,2n)
y = psinf,



Dato z = x+ iy si ha

z = p(cosB + isin )

dove p=|z| = \/x2+y2 = /(Rz2)2 + (Sz)2 e = arg z.
L'argomento 6 € individuato a meno di multipli interi di 2. Si ha
quindi un insieme 6 + 2km k € Z. Osserviamo che se p = 0 (cioé
z =0) arg z resta indeterminato. Partendo dalla condizione

Z1 — 2 = 0 si ha

71 = Zp <~ §Rzl = §RZQ C321 = %22,
conseguentemente

721 =20 < |z1| = |z| arg zy = arg zp + 2k~



Prodotto

Prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica
z=r(cosf+isinf) r=|z| 0= argz

w=p(cosp+ising) p=lz| p= argw
zw = rp[(cos @ cos ¢ — sin @ sin @) + i(sin 6 cos ¢ + sin ¢ cos )]
= rplcos(8 + ¢) + isin(0 + )]

naturalmente
zw = |zw/|[cos(arg (zw)) + isin(arg (zw))]
Per cui

|zw| = |z||w] arg (zw) = arg z+ arg w.



Esercizio

. Utilizzando il principio di induzione dimostrare

z" = |z|"(cos(n arg z) + isin(n arg z)), n € N



Esercizio

Calcolare (1 + i)8. Il numero complesso 1 + i ha modulo v/2 e
argomento 6 = 7

2] = |2I° = 16

-indent

arg(28) = %8 + 2kn = 2 + 2kn

(1+7)® =16



Forma esponenziale di un numero complesso

Notiamo che la funzione () = cos 6 + i sin 6 verifica
f(0)f(p) = (0 + ¢) Tale proprieta & tipica dell'esponenziale.
Poniamo

e’ = cosf +isinf

e la scrittura .
z = |z|e

Notiamo che |e/| = 1, infatti |e//| = cos? § + sin® 0 = 1.



Definizione di esponenziale in C.

e = &Y = eXe = eX(cosy + isiny)

|e*] = e¥ arg e =y + 2km k € 7.

Osserviamo che moltiplicare z per e'¥ equivale a far effettuare a z
una rotazione di ¢.



Formula di triplicazione. Per x € R

cos 3x + isin3x = (e™)3 = (cos x + isinx)3 =

= cos® x — isind x + 3/ cos? x sin x — 3sin? x cos x.
Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

3 2

cos(3x) = cos® x — 3sin“ x cos x

sin(3x) = — sin® x + 3 cos? x sin x



Radici n—sime di un numero complesso

oppure

z=w <= |z|=|w| argz=argw+ 2knm, ke Z



Diciamo w radice n—sima di z se e solo se w" = z.
Supponiamo z # 0, allora

w = |wle? z = |z|e
w' = ‘W’neingo — ‘Z’eie
quindi
\w|" = |z| np =0+ 2kn ossia
wl = /2|
k=2 1+k@r) kez

al variare di k le radici n—sime non sono infinite; ma vi sono solo n
radici distinte perche poi i valori si ripetono.

k=0,1,...n—1



Geometricamente: le radici n—esime di un numero complesso si

. . , "] . . .
dispongono, a partire dall’angolo -, sulla circonferenza di raggio
{/|z| e centro I'origine ai vertici di un poligono regolare di n lati
inserito nella circonferenza. Dopo n passi si ritorna nella posizione
di partenza.



Esercizio

In C per ogni intero positivo n esistono esattamente n radici
n-esime dell’unita e sono nella forma

re = cosﬂ -+ isin 2rk = g2mik/n

n n

con0< k<n-—1.
Esse si dispongono nel piano complesso lungo la circonferenza
unitaria, ai vertici di un poligono regolare con n lati che ha un
vertice in (1,0).
Calcolare le radici cubiche di z = 1.
Calcolare le radici quadratedi z =i e z = —I.



Verificare che le radici quadrate di un numero complesso non nullo
sono una opposta all'altra.

2km
Pk =§+

wp = \/ﬁ(cosg + isin g)

wy = \fp(cos(g +7)+ isin(% + 7))



Esercizio

Calcoliamo le radici quarte di 4 :

4 — 4ei0 — 4e(0+2k7r)i

2k
ok="" k=0,1,2,3
4
wo, wi, w2, ws lwy| = V4 =2
T
arg wo =0, argw1:§
3
al’g W2:7T arg W3:§7['



Esempi di funzioni

Dati due insiemi di numeri reali X e Y, f & una relazione che a
ogni x € X (X=Dom(f) dominio di f) fa corrispondere un unico
y="f(x)eY.

f:X-=>Y,

Im(f) I'insieme dei punti y € Y, ottenuti come y = f(x).
Im(fy={yeY:3IxeX:y="~f(x)}
f(X)={f(x):xe X}
La funzione si dice suriettiva se Im(f) =Y e iniettiva se

Vx1,xp € X siha x1 # x = f(x1) # f(x)



E importante associare alla funzione
> X |' insieme di definizione
> |l grafico

> Im(f)



» Traslazioni in x. y = f(x + k), k € R, il grafico subisce una
traslazione orizzontale, verso sinistra se k > 0, verso destra se
k <0.

» Traslazioniin y. y = k + f(x), k € R, il grafico subisce una
traslazione verticale, verso |'alto se k > 0, verso il basso se k < 0.



Funzione composta

f:X—=Y, g:Z— W esupponiamo Y C Z. Per ogni x € X, si
ha f(x) e Y C Z,

gof(x) = g(f(x) = we W.

g o f si dice funzione composta mediante f e g. L'operazione di
composizione non & commutativa, ed & generalmente diverso f o g
dagof.



f(x)=x>+1
g(x) = x+ 1

gof(x) = g(F(x) = (P +1) +1=x2+2
fog(x)="rf(g(x)=(x+1)>+1=x>+2+2x



Funzione inversa

Sia f : X — Y iniettiva. Resta definita la funzione
f1f(X)—= X

Yy € f(X), f_l(y) =x < f(x)=y.



Le funzioni trigonometriche
Sia 27 la lunghezza della circonferenza di raggio 1. Al generico
punto P appartenente alla circonferenza viene associato
(cos x, sin x), con le proprieta:

>
|cosx| <1, |sinx] <1, VxeR

>

cos? x +sinx =1 Vx e R
>

sinx = —sin(—x) Vx eR
>

cos x = cos(—x) Vx e R
>

cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny.

>

sin(x + y) = sinxcosy + cos xsin y.



Dalla relazione cos? x + sin? x = 1, si osservi che le funzioni cos x e
sin x non si annullano mai contemporaneamente, pertanto non
esistono soluzioni del sistema

sinx =0,

cosx =0

Moltiplicando per una costante reale positiva n |'argomento di una
funzione trigonometrica, ossia considerando la funzione f(nx), si
determina una variazione del periododa T a %



La potenza di x. Per n € N, con n > 1 consideriamo

f(x)=x",
g(x) =,
h(x) = xn

e distinguiamo il caso n pari e n dispari.



Per n pari, ad esempio n =2

F(x) = 2,
g(x) = x2,
h(x) = 2%

Dom(f) =R, Dom(g)={x€R, x>0}, Dom(h)=R,
Im(f) ={x e R, x>0} Im(g)={xeR,x >0},
Im(h) = {x € R,x > 0}.



Per n dispari, ad esempio n = 3

f(x) = x5,

g(x) = x5,

h(x) = 3*
Dom (f) =R, Dom(g)=R, Dom(h) =R
Im(f) =R Im(g) =R Im(h) =R



Al variare di x € R consideriamo per a > 1
f(x)=a*

Si dice logaritmo in base a di un numero x I'esponente da dare ad
a per ottenere Xx.

x=a <= y=log,x

(si legge: y il logaritmo in base a di x). Pensiamo al caso
particolare
f(x)=2%



Logaritmi e proprieta dei logaritmi in base 2

Per ogni x € R con x > 0, , il logaritmo in base 2 ha la proprieta

2logex —
Si ha
log, 1 = 0.
Per ogni x,y € R con x,y > 0, vale
» log, xy = log, x + log, y. Perche

logy xy = logy (2982 %2/%82) = log,(2°8:*+°827) = log, x + logy y

> log, L = —log, x. Perche
0 =log, 1 = log,(xx™1) = log, x + logy x 1,
— log, x = logy x 71
> log, § = log, x — log, y.

1 1
log, X logo(x—) = logy x + logy, — = logy, x — log, y
y y y



» Per n € N, log, x" = nlog, x. Perche

log, X" = logy, x - x...x = log, x + log, x + . .. logy, x = nlog, x

n volte
» Per ogni x # 0, log, x2 = 2log |x| Perche se x > 0
log, x° = logy xx = logy x + log, x = 2log, X,
se x < 0 allora —x >0
log x* = logp(—x)(—x) = loga(—x) + logy(—x) = 2 logy(—x),
ossia x # 0, log, x> = 2log |x|

P per ogni x,y con xy > 0,
log xy = log |x| + log |y|. Perché se x >0 y > 0 allora

logy xy = logy x + log, v,
se x <0y <0 allora

logy xy = logy(—x)(—y) = loga(—x) + loga(—y)



La funzione f(x) = sin(x), x € R non & invertibile in R. Possiamo
renderla invertibile se limitiamo il suo dominio all'intervallo
[—%, 5], in cui la funzione & monotona. La sua inversa ¢ la
funzione f(x) = arcsin(x).

La sua inversa f(x) = arcsin(x) & definita in [—1, 1] a valori in

[-7/2,7/2]

Grafico di f(x) = arcsin x



La funzione f(x) = cos(x), x € R non & invertibile in R. Possiamo
renderla invertibile se limitiamo il suo dominio all'intervallo [0, 7],
in cui la funzione & monotona. La sua inversa & la funzione

f(x) = arccos(x). La sua inversa f(x) = arccos(x) & definita in
[—1,1] a valori in [0, 7].

Grafico di f(x) = arccos x



La funzione

f(x) = tan(x) = z;’;((i))

¢ definita per ogni x € R, x # 7 + km, k € Z, & periodica di
periodo 7
tan( + 7) = tané.

E una funzione dispari
tan(—x) = —tanx

ed & ovunque crescente.
Per alcuni angoli noti

0
tan0 =0 tan - =
an an



Se restringiamo lo studio della funzione tangente in (=73, %),

utilizzando la stessa notazione per indicare la funzione in tale
intervallo la funzione risulta iniettiva e Im(f) = R La funzione
tangente & invertibile: la funzione inversa & indicata con

arctan : R — (—g, g)

Grafico di f(x) = arctan x



Limiti

» Limiti per x — 400 di f(x) (dominio di f superiormente illimitato)

lim f(x)=1

X—-+00

Ve>03k>0:Vxe X, x>k If(x)— 1| <e

Esempio di funzione che ammette un asintoto orizzontale per
X — 400

) T
f(x) = arctan x lim arctanx = —
X——+00 2

La retta y = 5 per x — +00 & un asintoto orizzontale per la
funzione.



lim f(x)=+o0

X—>—+00

VM >03k >0:Vxe X,x >k fx)>M

Esempio di funzione

lim & =400 lim x" =400, neN
X——400 X——400
Ricordiamo ,
lim =400, n€N
x—+oo In x
X
im — =+o00, neN
x—+oo XN

Limite definizione
lim f(x)=—o0

X——+00

VM > 03k >0:Vxe X,x >k f(x)<—-M

lim (—x)/3 = —x
X——+00



Limiti per x — —oo di f(x) (dominio di f inferiormente illimitato)

lim f(x)=1

X—>—00
Ve>03k>0:Vxe X, x < —k |f(x)— 1] <e

Esempio di asintoto orizzontale per x — —o0

. T
f(x) = arctan x lim arctanx = —5
X——00






aoxk + alx"_1 + ...+ ak E
== — |im x

im —— k—r.
x—r+oo box' + bix™~1 4+ ...+ b, by x—+o0

Mettendo in evidenza la massima potenza del numeratore e del
denominatore si ha

aoxk + alxk_l + ...+ ak

li =
x—l>rzrl:]oo ber + b]_erl + ...+ br
! xK(ap+ 2 + ... + %)
m

Quindi

- aoxk + a;lxk_:l +...tak
x—+oo bgx' + blx’"_:l + ...+ b, -

. aoxk ap
lim =— |im x

k—r
x—»£oo bgx’ bg x—=oo '




lim Vx2+bx+c—x

X—>+00
x>0
N/ ey ey
Vx2+bx+c—x=(Vx2+ bx+c—x) XXX
Vx2 4 bx + ¢+ x
bx + ¢ x(b+ <)

VXA bxtetx 214 by gy
X X

X(b+§) _

x(/(1+2+5)+1)

N o



=0 b>0 im — =0 b>0

x——4oo xb x——4o00 eX



lim f(x)=+o0

X——00

VM >03k >0:Vxe X, x < —k f(x)>M

Esempio di funzione

f(x) = Ixl,

lim |x| =400
X—>—00

lim f(x)=—o0

X—r—00

VM >03k >0:Vxe X,x < —k flx)<—-M

fx)=x>  lim x3=—oo.
X—r—00



Non esistono i seguenti limiti

lim sinx
x—Fo0
lim cosx.

x—+oo



Per dimostrare che il limite non esiste occorre trovare due
successioni x,, e x}, che tendono a +00, ma tali che

. . . . /
nlI>Too sin(xp) # nll>Too sin(xj,)

;0w
Xp = nNT xn:§+2n7r



lim xsinx
X——+00

Per dimostrare che il limite non esiste occorre trovare due
successioni x,, e x}, che tendono a +00, ma tali che

. . . /] . /
nEToo Xp sin(xp) # nll>Too X, sin(x;,)

, T
Xp = nNT xn:§+2n7r

xpsin(x,) = 0, x},sin(x},) = +o0



Esistono i limiti

lim

x—+o00 X

lim sinx — x

X—++00

lim sinx —x <

X—4-00

lim sinx —x >
X——00

sin x
— =0
—00
im 1—x=—o00
X——+00
lim —1—x= 400
X—r+00

Grafico di f(x) =sinx — x



Rispetto alle successioni, il concetto di limite per x — xp di f(x) &
nuovo. Per avvicinarci a xg da punti x dobbiamo assumere xg
punto di accumulazione per il dominio di f (ossia che in un
qualunque intorno di x cadano infiniti punti del dominio di  da cui
ci possiamo avvicinare)



» Si ha
lim f(x)=1

X—rX0

Ve>030>0:Vxe X, 0<|x—x| <9¢ [f(x) =1 <e

. sinx
Iim — =1
x—0 X



sin x
=1

lim
x—0 X

sin(x)

€ una funzione pari, e sufficiente considerare il caso x > 0
X

inoltre, si pu O supporre x < 5 Per tali valori di x si ha

0 <sinx < x < tanx
che, considerando i reciproci, implica

1 1 COS X
- > -2 —.
sinx — x sin x

Moltiplicando per sin x si ottiene
sin x
1> — > cosx.

X
Quindi, dato che cos x tende a 1 per x che tende a zero, per il
teorema del confronto il limite in mezzo ha lo stesso valore degli
altri due.



. 1l—cos(x) 1
lim —————= ==
x—0 x?2 2

Moltiplicando il denominatore e il numeratore per 1 + cos(x)

abbiamo che:
(1 — cos(x))(1 + cos(x)) _

x?(1 + cos(x))
1 — cos?(x)
x2(1 + cos(x))

Ma sin?(x) = 1 — cos?(x)




sinz(X)

2(1+ cos(x))

SinZX) 1+ cloS(x) B <Sin>EX)>2 T+ Clos(x)
Quindi

) 2
. 1 — cos(x) i sin(x) 1 —
x—0 x2 x—0 X 1+ cos(x)

sin()\2 1 1
lim lim 9
x—=0 X x—01+ COS(X) 2




. sin(ax) a

lino bx b
i sin(ax) 1 i sin(ax) 2 sin(ax)
x—0  bx b x—0 X b x—0 ax

Facendo un cambio di variabile y = ax si ottiene che

- sin(ax) o sin(y) _2.,_2

2. 2.0
b x—=0 ax b y=0 y b b



. tanx
lim =1
x—0 X

. tanx . sinx 1
lim = |im
x—0 X x—0 X COSX




lim f(x) =400

X—rX0

VM >0,30 >0:Vx e X,0< |x —xp| <0

xhj;o f(x) =—o00

VM > 0,36 >0:Vx e X,0<|x—x| <0



» Limite destro
lim f(x)=1

x—rxg
Ve>036>0:Vxe X, 0<x—x9 <0 If(x)— 1| <e

lim f(x) =400
x—rxg

VM >0,30 >0:Vxe X,0<x—x0 < f(x)>M

lim f(x)=—o0
x—rxg ()

YM>0,30 >0:VxeX,0<x—xp <6 f(x)<—-M



» Limite sinistro
lim f(x)=1

X—>XO

Ve>030>0:Vxe X, -0 <x—x9<0 [f(x) =1 <e

lim f(x) = +o0
X=Xy

VM >0,30 >0:Vxe X, =6 <x—xp<0 f(x)y>M

lim f(x) = —o0
X=Xy

VM >0,30 >0:Vxe X, -d<x—x<0 f(x)<—-M



Se la funzione ammette limite allora

lim f(x) = lim f(x)

+ —
X*)XO X—)XO

e viceversa. Per funzioni che non sono definite rispettivamente a
sinistra o a destra di xp si puo passare al limite solo da una
direzione. Si distingue talvolta il limite sinistro dal limite destro.

[im Inx = —
x—0t



Caso di non esistenza di limite per x — 0

1
lim —,
x—0 X
infatti
. 1
im — = —00
x—0— X
. 1
lim — =400
x—0t X
Non esiste )
lim ex

x—0



Vi+x—1

lim

x—0 X
Verificare )

lim (1+x)x =e

x—0

y =1 Perx— 0% sihay— +ooePerx— 0 sihay— —cc.
Pertanto, considerando separatamente i due limiti, si ha

. 1 . 1\”
lim (14+x)x= lim (1+=-] =e
x—0+F y—+oo y

Quindi



In(1+ x)

1
Jim —— (y=(1+x)x)
In(1
fim M%) lim In (14 x)* = lim Iny = 1
x—0 X y—
e —1
li =1 =e¥—-1
Xan X ’ (y € )
e* — 3%




Data f : | C R — R, [ non vuoto, xp punto di accumulazione per
l.

» Dare la definizione di limy_,,, f(x) =/ € R
» Dare la definizione di limy_,,, f(x) = +o00.

» Fare un esempio di una funzione f tale che limy_,; f(x) non esiste.



Simbolo di Landau: o piccolo

Il simbolo o piccolo o(x) significa



Valgono le seguenti proprieta

o(x") 4+ o(x") = o(x")

Perche
n n n n
im oM Fo(x") o) o)
x—0 xn x—0 xN x—0 XM
o(x") — o(x") = o(x")

Perche

ny __ n n n n
jim OO0 =00 o) (") _ iy 07
x—0 xn x—0 xN x—0 X x—0 xN



Perche .,
im 207 _ g

x—0 XxN

Perche .,
jim 2 _ g

x—0 x"n

Perche

Perche




Continuita

Sia dato un punto xp nell'insieme di definizione di una funzione f,
con xg punto di accumulazione per il dominio di f.
f si definisce continua in xg se il suo limite per — xp coincide con
il suo valore in f(xp), ovvero con f(xp). In simboli:

lim f(x) = f(xo)

X—>X0

cioe I' operazione di limite in xp commuta con la funzione f

XI|_>n)1<0 f(x) = f(XI|_>n)1<0 x).



Minimo e massimo assoluti per funzioni continue

Data f : | = [a,b] — R il minimo m e il massimo (assoluti) M di
f, se esistono, sono valori del codominio di f, verificanti

f(x)>m f(x) <M, Vx € [a, b]



Theorem
Teorema di Weierstrass Una funzione continua su un insieme
chiuso e limitato assume il massimo e il minimo assoluti.

Il minimo e il massimo assoluti della funzione di una funzione
continua in un intervallo chiuso e limitato sono da cercare agli
estremi dell'intervallo a e b e all'interno dell'intervallo.



Teorema degli zeri

Una funzione continua su un insieme chiuso e limitato [a, b] tale
f(a)f(b) < 0 ammette almeno un punto interno xg a [a, b] in cui
f(x0) =0.



Vale il teorema dei valori intermedi.

Theorem

Una funzione continua su un insieme chiuso e limitato assume tutti
i valori compresi tra il minimo m e il massimo assoluti M.



Proof.

Sia p € [m.M], Se p vale m o M il teorema & dimostrato.
Prendiamo p € (m, M). Sia x,, e x tale che

f(xm) =m f(xm)=M

Allora
F(x) = f(x) - p,

& una funzione continua su un insieme chiuso e limitato, che vale
F(xm) = f(xm) — p <0,

F(xm) = f(xm) — p >0,

si ha che esiste (teorema degli zeri) un punto & per cui

ossia



Si cercano massimi e minimi relativi in insiemi aperti. Data
f:1=(a,b) = R il minimo m e il massimo M relativo di f, se
esistono, sono valori del codominio di f, verificanti per r positivo e
sufficientemente piccolo

f(x)>m Vx € {|x —xo| < r} N (a,b), f(x0) =m

fx)<M Vx € {|x —x1| < r}N(a,b), f(x1) =M
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