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CAPITOLO 1

Introduzione

Queste note hanno come protagonista il numero e. Pur non tralasciando
gli argomenti di base, si ¢ cercato di utilizzare gli argomenti svolti per met-
tere in luce le molte proprieta del numero e. Abbiamo finalizzato le nostre
conoscenze via via maggiori per cogliere aspetti di questo numero. Durante
il percorso, abbiamo studiato la formula matematica

e 4+1=0,
nota come l'identita di Eulero. L’ Identita di Eulero e considerata la piu
bella formula della matematica. In questa formula interagiscono in modo
conciso e non banale 'uguaglianza, la moltiplicazione, I’addizione, il numero
1 (elemento neutro della moltiplicazione), il numero 0 (elemento neutro della
somma), 7 (rapporto tra la circonferenza e il diametro di un cerchio), e base
naturale dei logaritmi, il numero complesso i unitd immaginaria (i2 = —1),
Per fare cio studieremo, oltre al numero e le operazioni in R e in C, i numeri
0,1 e ¢, il numero .
Il numero e & la base dei logaritmi naturali, trovati da John Napier.

e ~ 2.7182818284590452353602874713527.....

La lettera greca m, che sta ad indicare la prima lettera greca della paro-
la periphéria (circonferenza) ¢ usata per rappresentare il numero 7. Il suo
studio parte dall’antichita, il primo accenno alla rettificazione della circon-
ferenza si trova addirittura nella Bibbia. II problema della quadratura del
cerchio si ritrova nel Papyrus Rhind, attribuito ad Ahmose (circa 2000 a.C.,
Egitto), in cui vengono individuate due cifre corrette, per arrivare all’opera
di Archimede Misura del cerchio in cui viene fornita un’approssimazione per
difetto e per eccesso, consentendo quindi una precisione accurata del calcolo
di 7. Il risultato ottenuto approssimando il cerchio, dall’interno con poligo-
ni regolari inscritti e dall’esterno con poligoni regolari circoscritti. Dopo il
lavoro di Archimede altre scoperte sul numero 7 sono dovute a J. H. Lam-
bert che prova nel 1768 l'irrazionalita di w, e a F. von Lindemann che nel
1882 ne dimostra la trascendenza.

Domanda: Chi ¢ piu grande tra e™ e 7?7 (Dimostrare)
Riferimento bibliografico: Ivan Niven The Two-Year College Mathema-
tics Journal, Vol. 3, No. 2. (Autumn, 1972), pp. 13-15.

Il testo e stato scritto per gli studenti della Sapienza Universita di Roma.

Roma, Agosto 2012
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iv 1. INTRODUZIONE

Primi simboli
esiste
per ogni
appartiene
unione insiemistica
intersezione insiemistica
insieme vuoto
epsilon
delta
I'insieme dei numeri reali
00 piu infinito
meno infinito
Insieme dei numeri reali
Ry Insieme dei numeri reali positivi
R* Insieme dei numeri reali con 'aggiunta di —oo e +00
C Insieme dei numeri complessi
lim,, 4 o0 ayn, limite di a, per n che tende a piu infinito
y = log, z y il logaritmo in base a di =
3! esiste ed € unico

+E>Y"SDOCMm<W

|
8

=]

0.1. Costanti fondamentali.
e~ 2.7182818284590452353602874713527
m~ 3,141592653589793238462643383279
Nomi che assoceremo a formule e teoremi: Nepero, Archimede, Weier-

strass, De Moivre, Fermat, Leibniz, Newton, Lagrange, Rolle, de I’Hopital,
Dirichlet, Riemann.



CAPITOLO 2

Prime nozioni

1. Insiemi

A e B due insiemi di un insieme ambiente S. Con ) si denota l’insieme

vuoto
U unione insiemistica
AUB ={zr € Aox € B}
e Per ogni A, B
AUB=BUA
e Perogni A, B, C
AU(BuUuC)=(AuB)uUC
e () tale che per ogni A si ha
Aub=A
N intersezione insiemistica

ANB={zr € Aex € B}
Per ogni A, B

ANB=BnNA

Per ogni A, B, C
ANn(BNnC)=(AnB)nC
e () tale che per ogni A

AND=10

EsErcizio 1.1. Sia A = {Marakesh, BuenosAires, St.Petersburg, Kyoto, NewY ork, Santiago}
e

B = {Toronto, St.Petersburg, Kyoto, M ontreal, Barcelona, Vancouver, Hali fax, Bombay}
Trovare AN B e AU B.






2. INSIEME DELLE PARTI 1

Per I'insieme del numeri naturali si trova in letteratura la notazione
N=1{1,2,3,...}

Z=1{.,6-3-2-1,0123,...}
oppure
Z=A{0,£1,+2,43,... }.
Questa modalita descrive l'insieme tramite gli elementi che lo compon-
gono, non ¢ importante 'ordine in cui gli elementi vengono elencati.

NcCZ,

perché ogni numero naturale & anche un intero (non essendo vero il vicever-
sa). L’insieme dei numeri razionali & descritto tramite la proprieta che i suoi
elementi devono soddisfare

Q= {mconm,n €7, conn # 0}
n
NCcZcQ

7
76N,46ZJM6@,§E@
Due insiemi A e B sono uguali quando si verifica

A=B < ACB,BCA

L’insieme vuoto ha la proprieta di essere contenuto in ogni insieme. Gra-
zie alla definizione precedente (detto principio di doppia inclusione) possia-
mo dedurre 'unicita di un insieme cosi fatto. Infatti supponiamo che ne
esistano due

0, 0,
allora L
Dco, 0co,
ottenendo ~
0 =0.
OSSERVAZIONE 1.

ACAUB
ANBCA

2. Insieme delle parti

. Se I'insieme A ha N elementi, possiamo considerare I'insieme costituito
da tutti e e solo i sottoinsiemi di A:

A={1,2}
P(A) ={0,A,{1},{2}}

Quanti sono gli elementi di P(A) se A ha N elementi?






CAPITOLO 3

Le proprieta dei numeri reali

1. Proprieta algebriche

Si indica con R I'insieme dei numeri reali. In R sono definite le operazioni
di Addizione e Moltiplicazione ed una relazione d’ordine totale < (minore o
uguale) con le seguenti proprieta

(1) Per ogni coppia di numeri reali a,b si ha
a+b=b+a

(proprieta commutativa dell’Addizione)
(2) Per ogni a,b,c € R si ha
a+(b+c)=(a+b)+c

(proprieta associativa dell’Addizione)
(3) Esiste ed & unico I'elemento 0 (zero) tale che per ogni a € R si ha

O+a=a+0=a.

(esistenza dell’elemento neutro rispetto all’Addizione)
er ogni a € R esiste un unico simmetrico rispetto a izione,
4) Per ogni R esist ico si trico rispetto all’Addizi
detto anche opposto, —a € R tale che

a+(—a)=0
(5) Per ogni coppia di numeri reali a,b si ha
a-b=b-a
(proprieta commutativa della Moltiplicazione)
(6) Per ogni a,b,c € R si ha
a-(b-c)=(a-b)-c

(proprieta associativa della Moltiplicazione)
(7) Esiste ed € unico I'elemento 1 (uno),diverso da 0, tale che per ogni
a € R si ha

(esistenza dell’elemento neutro rispetto alla Moltiplicazio-
ne)

(8) Per ogni a € R,a # 0 esiste un unico simmetrico rispetto alla
Moltiplicazione, detto I'inverso o il reciproco di a, indicato con a~!
o con 1/a tale che
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(9) Per ogni a,b,c € R si ha
a-(b+c)=a-b+a-c
(proprieta distributiva della Moltiplicazione rispetto al-
I’ Addizione)
Si indica con N l'insieme dei numeri 1,2,. .., Si indica con Z ( insieme degli
interi) I'insieme dei numeri naturali unito con i loro opposti e lo 0. L’insieme

Q e l'insieme delle frazioni di interi. Un generico elemento in @ & del tipo

™, ,conn # 0. Le proprieta algebriche descritte prima in (3) valgono

in Q. Come conseguenza dell’operazione di moltiplicazione in R & definita
I'operazione potenza

a"=a-a---a VaeR, VneN,
—_—
n volte
con le proprieta seguenti

n m

a . a™ = an—i—m (an)m — an~m

Dato un numero reale a > 0 esiste ed ¢ univocamente determinato il numero
b radice aritmetica n-esima di a definita come

b=a/" « ' =q
Ricordiamo che +00 e —0o non sono numeri reali.

Esercizio 1.1. Vale la legge di cancellazione dell’addizione

a+b=a+c = b=c

b=b+0=bt+ta—-a=a+b—a=a+c—a=a—a+c=0+c=c

EsErcizio 1.2. Vale T'unicita dell’opposto .
Supponiamo che esistano due opposti a + (—a) = 0, a+a=0. Allora
a+(—a)=a+«

Per la legge di cancellazione dell’addizione si ottiene —a = «.

EsErcizio 1.3.
[1]Va € R, a-0=
[2]Va € R, —(—a)=a
[3]Va € R, (-1)-a=-a

DIMOSTRAZIONE. [1] a+ a0 = al + a0 = a(1+0) = a = a + 0, segue
dalla legge di cancellazione dell’addizione.

2] a+ (—a) = (—a)+a=0 a & lopposto di —a, ossia a = —(—a). per
I'unicita dell’opposto

[B] (=1)a+a=[-1+ 1]Ja = 0a = 0, quindi (—1)a & 'opposto di a. O
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EsErcizio 1.4. Per ognia, b € R
ab=0 <= a=0oppureb=0

DIMOSTRAZIONE. Se a = Qoppureb = 0 si ha a0 = 0 per quanto prece-
dentemente dimostrato. Se ab = 0 allora se a = 0 'asserto & vero, se a # 0
allora Ja~! tale che aa~! = 1. Allora

b=>bl = b(aa_l) = (ba)a_1 —aba ' =001 = 0,
ossia b = 0. O

2. Ordinamento

La relazione < e di ordine totale in R ossia, comunque si considerino due
numeri reali a,b necessariamente deve aversi a < b oppure b < a e sono
vere entrambe se e solo se a = b.

Inoltre tale relazione < e compatibile con le operazioni nel senso precisato
dalle proprieta : Va,b,c € R

a<b=—=a+c<b+c
0<ae0<b=—=>0<a+b 0<a-b

Notazione: a <b<=a<bea#b
Per ogni coppia di numeri reali a,b € R vale una ed una sola delle seguenti
relazioni

a<b, a=0b a>b.
Ricordiamo che una disequazione puo essere portata a una disequazione
equivalente (ossia che ammette le stesse soluzioni)

e aggiungendo al primo e secondo membro uno stesso numero reale
senza toccare il verso della disuguaglianza.

e moltiplicando primo e secondo membro per uno stesso numero reale
positivo (i.e. > 0) senza toccare il verso della disuguaglianza.

e moltiplicando primo e secondo membro per uno stesso numero reale
negativo (i.e. < 0) cambiando il verso della disuguaglianza

3. I numeri irrazionali

Ci sono numeri reali che non appartengono all’insieme Q. Sono i numeri
irrazionali. Un numero irrazionale ¢ quindi un numero reale che non puo
essere scritto come una frazione 7* con m,n € Z, con n # 0. Alcuni numeri
irrazionali sono numeri irrazionali algebrici come la radice quadrata di due e
gli irrazionali algebrici sono radici di equazioni algebriche a coefficienti interi
(esempio la la radice quadrata di due & soluzione di 22 — 2 = 0), altri sono
numeri irrazionali trascendenti come e,m e gli irrazionali trascendenti non
sono radici di equazioni algebriche a coefficienti interi. I numeri trascendenti
furono per la prima volta distinti dagli irrazionali algebrici da Kronecker.

2

LEMMA 3.1. Se m® pari, m é pari

DIMOSTRAZIONE. Se m fosse dispari m = 2k+1, allora m? = (2k+1)? =
4k? + 3k + 1 risulterebbe dispari contro I'ipotesi. O

PROPOSIZIONE 1. Il numero v/2 non & un numero razionale.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che /2 sia un numero razionale. Allora
esistono due interi m e n privi di fattori comuni eccetto I'unita, tali che
V2 = = . Elevando al quadrato si ha

m2

2= <— m? = 2n>

n?
Questo implica che m? pari, e che quindi m & pari, ossia esiste k intero tale
che m = 2k. Sostituendo a m? = 2n?abbiamo che anche n & pari, e quindi m
e n hanno in comune un fattore 2, il che impossibile perche abbiamo assunto
m e n privi di fattori comuni. Abbiamo ottenuto una contraddizione con

I’ipotesi. ]

I numeri reali possono essere pensati come punti su una retta. I nume-
ri corrispondenti agli interi sono ugualmente spaziati. La distanza tra due
interi consecutivi ¢ pari a 1. La distanza tra due numeri naturali pari con-
secutivi & pari a 2. La distanza tra due reali consecutivi z,, = /n, n € N
come si comporta asintoticamente per n grande?

Vit 14 vn CVnt1l+yn

ot — T~ W= V(T T+ V) |

(diventa sempre piu piccolo).
La distanza tra due naturali consecutivi z,, = n
comporta asintoticamente per n grande?

2. n € N come si

Tpal — Ty = (n+1)2—n2 =2n+1
(diventa sempre piu grande)
La distanza tra due reali consecutivi x, = vn?+1, n € N come si
comporta asintoticamente per n grande?

Tn4+1 — Tnp = \/(n+1)2+ — \/TL2+ =
2n

Vin+1)2+1+vVn2+1

Osserviamo
2 1 2 1
Vn+1)2 :\/21:1
(n+1)%+ n(+n+n2) 14—+
1 1
Vn?+ :\/712(14—”2):71\/14-112
Vin+1)24+1+ n2+1=n[\/(1+2+1)+\/1+1}%2n
n n2 n?
In definitiva
Vn+1)24+41—vn2+1~1

OSSERVAZIONE 2. Riflettiamo sulla dimostrazione

r e, —= EIm,nGZ:L‘:m, n#0
n

Cosa vuol dire negare x € Q¢

r ¢ Q, — Vm,neZac#%, n#0
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4. Minimo e massimo tra due numeri reali

Ricordiamo che l'operazione min{a, b} definisce il pit piccolo numero tra

a e b, ossia
a, sea<b
b. altrimenti

min{a,b} = {

L’operazione max{a, b} definisce il pit pitt grande numero tra a e b, mentre

max{a,b} = {

4.1. Gli intervalli di R.
[a,b] ={x e Ra <z <b}
(a,b)={reRa<x<b}
(a,b] ={r €eRa<x<b}
[a,b) ={xr € Ra<z<b}

a, sea>b

b. altrimenti

5. Topologia in R
Un intorno di un punto zq si scrive
I(zo,0) ={x € R: —xg— 0 <z <o+ 6},
0 > 0 rappresenta la semiampiezza dell’intorno.

DEFINIZIONE 5.1. Un punto xg € punto di accumulazione per l'insieme
X se in un qualsiasi intorno del punto xg cade almeno un punto appartenente
all’insieme I diverso da xg.

EsERCI1ZIO 5.2. Mostrare che x = 0 é un punto di accumulazione per
1
X={zxeR:z=—- neN}
n

In generale tratteremo insiemi semplici di R come semplici unione e
semplici interserzioni di intervalli. Occorre tener presente che i sottoinsiemi
di R possono avere proprieta piu’ complicate. (vedere la sezione (2)).

6. Il simbolo di somma e prodotto

La sommatoria ¢ un simbolo matematico che indica la somma di un
certo insieme di numeri. Si usa la lettera > . Si deve indicare l'intervallo di
valori dove la somma ha luogo ossia il valore inferiore e superiore dell’indice
della somma; alla destra del simbolo ) vi e’ un’ espressione algebrica che
in generale dipende dall’indice di sommatoria. Sia kg < k < k; allora

k1
ak0+...+ak1 = Z ak'
k=ko
Fissiamo kg = 1,k = N. Si ha

N
a1+a2+---+aN=Zak
k=1
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Valgono le seguenti regole

N N
Dok =)
k=1 j=1

N N N
Zak+zbk :Z(ak+bk)
k=1 k=1 k=1
N N
ank:cZak, ceR
k=1 k=1
e Per1<J<N

k=1 k=J+1 k=1
e Perpe N
N N+p
Z“k = Z AK—p
k=1 K=p+1

k=1 N volte
EsERrc1Z10 6.1. Vero o falso

N+1

N
D w1 = ) a
k=1 k=2

Vero o falso

T
S
L
|
]
S

Vero o falso

N N
S o=
k=1 k=1

La produttoria & un simbolo matematico che indica il prodotto di un

certo insieme di numeri. Si usa la lettera [[. Si deve indicare 'intervallo
di valori dove la produttoria ha luogo ossia il valore inferiore e superiore
dell’indice della produttoria; alla destra del simbolo [] vi & un’espressione
algebrica che in generale dipende dall’indice di produttoria

N
ajasasz ---aN — H Qaf
k=1
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7. Altri esempi di strutture
Consideriamo Ry, = RU {400} con le operazioni
& := min, © =+
dove
0=+c0, 1=0.
Per ogni a, b, c € Ry,

(adb)@c=a® (bDc); (a®b)©ec=a® (b c);

adb=>b®a; a®b=b0Ga
0Pa=a®d0=aq; 10a=a01=a;

a®d0=a; a©0=0

a®bdc)=(a®b)®(a®c).
Vale la proprieta di idempotenza

a®a=a.

TABELLA 1. Tabellina @

@ 1 2 3 45 6 7 89
1111111111
21 2 2 2 2 2 2 2 2
312333 3 3 3 3
4 1 2 3 4 4 4 4 4 4
5 1 2 3 45 5 5 5 5
6 1 2 3 4 5 6 6 6 6
v 1 2 3 45 6 7 77
8 1 2 3 45 6 7 8 8
9 1 2 3 45 6 7 8 9

TABELLA 2. Tabellina ®

®© 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
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Verificare che nella struttura Ry, = RU {400} con I’ operazione
@ := min
vale il cosidetto freshman’s dream
(a®b)® =a b
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8. Parte intera

Possiamo considerare 'applicazione R — Z che associa la parte intera,
|z] =il piu grande intero < z,
e la parte intera superiore
[x] = il piu piccolo intero > x
Valori di |z] e [x]
|0]=0 [1/2|=0 |-3.7]=-4

01=0 [1/2]=1 [-3.7]=-3

Valgono le proprieta

||z]] = |x]| idempotenza
[] = —|—x] Yz €R

k/2] + |k/2] =k VkeZ

08

-48 -4 32 24 16 08 [ 08 16 24 32 4 48

-08

ESERcIzIO 8.1. Stabilire se si tratta del grafico di [x] o |x|. Disegnare
il grafico mancante.

8.1. La mantissa di z. Dato z € R

v =lz]+ (z - [2]),
~—

mantissa

ossia x € la somma della sua parte intera e della parte decimale. Disegnare
il grafico di

f(@) =2 —|z]

OSSERVAZIONE 3. Ricordare, nelle operazioni consuete,

(a+b)2 (a—0)2 (a+b)3 (a—0b)3 (a®—=0%), (a®+b)
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9. Minimo e massimo di un insieme di numeri reali

Dato un insieme X di numeri reali un numero reale m ¢ un minorante
per X se
Vere X z>m.

Se l'insieme X ha un minorante, X si dice inferiormente limitato.
Dato un insieme X di numeri reali un numero reale M & un maggiorante
per X se

Vee X o< M.

Se I'insieme X ha un maggiorante, X si dice superiormente limitato.
Un insieme inferiormente e superiormente limitato si dice limitato.

EseEmpPIO 9.1. o L’insieme
X={z=(-1)", neN}

.-

é inferiormente e superiormente limitato. L’insieme dei minoranti
é dato da

Xm={reR, z< -1}
L’insieme dei maggioranti é dato da
Xy ={zeR, z>1}
o X puo essere non limitato sia superiormente che inferiormente
X ={x=(-1)"n, ne N}
e X puo essere non limitato superiormente
X={zr=n, neN}
L’insieme dei minoranti é dato da
Xm={zeR, 2 <1}
o X puo essere non limitato inferiormente
X ={x=-n, neN}
L’insieme dei maggioranti é dato da
Xy={zeR, z>-1}.

Se il numero piu grande dei minoranti appartiene all’insieme, tale nu-
mero € il minimo dell’insieme.Se il numero piu piccolo dei maggioranti
appartiene all’insieme,tale numero ¢ il massimo dell’insieme. L’insieme

X={x=(-1)", neN}
ha come insieme dei minoranti
Xm={reR, z < -1},

il cui massimo € ¢ —1 (minimo dell’insieme X), mentre I'insieme dei mag-
gioranti ¢ dato da
XM:{IL’GR, 1?21},
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il cui minimo & 1 (massimo dell’insieme X'). Se esistono, il minimo e il mas-
simo o appartengono all’insieme: puo’ accadere che I'insieme non ammetta
massimo o minimo. Ad esempio

1
X ={x=—, neN},
n
non ammette minimo. L’insieme dei minoranti
Xm={z€R, z <0},

ammette pero massimo. Il numero 0 non e il minimo di X. E Destremo
inferiore dell’insieme X. Analogamente

1
X={rz=——, ne N}
fr=—", nen)
non ammette massimo. L’insieme dei maggioranti
Xy ={xeR, z>0},

ammette pero minimo. Il numero 0 non e il massimo di X. E l'estremo
superiore dell’insieme X.

M é Pestremo superiore dell’insieme X ossia M ¢ il minimo dei maggio-
ranti dell’insieme X.

m é I’estremo inferiore dell’insieme X ossia m ¢ il massimo dei minoranti
dell’insieme X.

PROPOSIZIONE 2. Non esiste ¢ € () elemento separatore degli insiems

Y ={¢qeQq>0¢>2}
X={g€Qq<0}ufg>0, ¢* <2}.
DIMOSTRAZIONE. Dovra risultare
r<c<y, Vre X,VyeyY

Se ¢ € X, sia ¢ > 0 allora ¢ # 2 (per quanto precedentemente dimo-
strato), e dovra risultare ¢ < 2.
Sihaper NeNe

2c+1
N> ——
2—c2’
allora 1
—c X
c+N €
Infatti c—i—% €Qe
= — + =<2
(c—I—N) taety

Abbiamo trovato un elemento di X maggiore di ¢, contro l'ipotesi

r<c VreX

EsERcIZ10 9.2. Svolgere il caso c € Y.
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10. Assioma di completezza

Siano A e B due insiemi non vuoti di numeri reali cona < bVa € A, Vb €
B. Allora esiste c€ Rtalechea<c<bVaec A, Vbe B

TEOREMA 10.1. Ogni insieme X di numeri reali che non sia vuoto e
che sia limitato superiormente possiede un estremo superiore.

DiMOSTRAZIONE. Indichiamo con Y linsieme dei maggioranti di X.
Y # (). Applichiamo I’assioma di completezza. Esiste M reale tale che

<M<y VeeX,VyeyY

M & un maggiorante di X ossia M € Y, ed e minore di tutti gli elementi di
Y. Quindi M ¢ il minimo dei maggioranti. O

Analogamente

TEOREMA 10.2. Ogni insieme X di numeri reali che sia non vuoto e
inferiormente limitato possiede un estremo inferiore.

Per ogni insieme numerico X non limitato superiormente si pone
sup X = 400
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta seguente
VM eR, dx;€ X t.c. x1 > M.

In modo analogo, se X non & limitato inferiormente allora non ha mino-
ranti. Cioe, comunque si consideri un numero reale m, esiste un elemento
in X minore di m.

Per ogni insieme numerico X non limitato inferiormente si pone

inf X = —o00
Tali insiemi sono caratterizzati dalla proprieta

YmeR, dxo € X t.c. z90 < m.

11. Esercizi

EsERrcizio 11.1. Dimostrare

Va,b € R, —(a+0b) = (—a)+ (-b)
Va,b € R, (—a)-b=—(a-b)
Va,b € R, (—a)-(=b)=a-b

Va,b € R, a-b=0ea#0=0b=0
Va,b € R, a-b

=0<«<=a=0 oppure b=0
EsERrciZ10 11.2. Vero o falso
\/a72:aVa€R —1eN
mE€Q 0.5] < [1,6]
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EseRrcizio 11.3. Quale é vera?
[a] Vva = a non ammette soluzione in R @ =1 < a=b
0,3€Q un numero naturale é anche razionale
ESERCIZ10 11.4. Quale é vera?
[a] max{a,b} > min{a,b} Va,beR
@ max{a,b} > min{a,b} Va,beR

un numero reale al quadrato é sempre > 0.






CAPITOLO 4

Esempi di funzioni

Dati due insiemi di numeri reali X e Y, f € una relazione che a ogni
z € X (X=Dom(f) dominio di f) fa corrispondere un unico y = f(x) € Y.

f: X =Y,

Im(f) l'insieme dei punti y € Y, ottenuti come y = f(z).
Im(f)={yeY:FxeX :y=f(x)}
f(X)={f(z):z € X}

La funzione si dice suriettiva se Im(f) =Y e iniettiva se
Vay,x9 € X siha x1 # xo = f(x1) # f(x2)

E importante associare alla funzione

e X 1’ insieme di definizione
e Im(f) il codominio
e Il grafico

OSSERVAZIONE 4. Osserviamo che se im(f) viene sostituito con un in-
sieme pit, ampio, sostanzialmente la funzione non cambia. Talvolta il codo-
minio viene lasciato imprecisato.

EsErcizio 0.5. Calcolare dominio, codominio e disegnare f(x) = |x|, al
variare di z € R. Calcolare dominio, codomio e disegnare f(x) = max{— |z|,z},
al variare di x € R. Calcolare dominio, codomio e disegnare f(x) = max{|z|, —z},
al variare di x € R.

e Traslazioni in z. y = f(z + k),k € R, il grafico subisce una
traslazione orizzontale, verso sinistra se & > 0, verso destra se
k <0.

e Traslazioni in y. y = k + f(x),k € R, il grafico subisce una
traslazione verticale, verso l'alto se k > 0, verso il basso se k < 0.

1. Funzione composta

f: X =Y, g:Z — W esupponiamo Y C Z. Per ogni z € X, si ha
flx)eY cC Z,
gof(x)=g(f(zx)) =weW.
go f si dice funzione composta mediante f e g. L’operazione di compo-
sizione non ¢ commutativa, ed e generalmente diverso f o g da go f.
f:N—>N g¢g:N—>N
flz)=2*+1
g(z)=x+1

17
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gof(x)=g(f(z))=(@*+1)+1=2"+2€N

fog(z)=flg(x)) =(x+1)°+1=2"+2+2z €N

2. Funzione inversa

Sia f : X — Y iniettiva. Resta definita la funzione

Fafx)—Xx

vye f(X), [Tl y) =2 = flz)=y.
Come esempio consideriamo la funzione
flz)=z+3, z€Z
La funzione & iniettiva in Z, e Im(f) = Z. Quindi
f1z-2
VeZ fTly=2 < flx)=y

ossia
VyeZ,z+3=yiexz=y—3

iz —z, fy) =y -3

3. Funzione finestra

Una funzione finestra una funzione f : R — Y, a supporto compatto:
vale zero al di fuori di un intervallo [a,b] e 1 nei punti dell’intervallo [a, b].
Osserviamo che I'm(f) = {0, 1}.

e Fsempio di funzione finestra.

fa) = {1, in [0,1]

0, altrimenti

Serve per localizzare una funzione: si moltiplica la funzione per la funzione
finestra. In generale I'operazione rende la funzione risultante meno regolare.

g(z) = 2*f(x)

z2 in
9(x) = { ’ o1

0, altrimenti

Nel punto x = 1 la funzione ha un salto verso il basso.

fa) = {1, in [-1,1]

0, altrimenti

Consideriamo



4. LE FUNZIONI TRIGONOMETRICHE 19

4. Le funzioni trigonometriche

Sia 27 la lunghezza della circonferenza di raggio 1. Al generico pun-
to P appartenente alla circonferenza viene associato (cosz,sinz), con le
proprieta:

[ J
|cosz| <1, |sinz| <1, Ve e R
cos? z +sinx =1 Vr e R
sinx = —sin(—x) Ve e R
cos x = cos(—x) Ve e R

cos(x + y) = cosx cosy — sinx sin y.

sin(x + y) = sinx cosy + cos zsin y.

) ) . rT—y T+y
SNy —SIny = 28111 COS 2
[}
.=y . T+y
COST — COSYy = —2 S11 Sin 2

Dalla relazione cos® z +sin? z = 1, si osservi che le funzioni cos z e sin z non

si annullano mai contemporaneamente, pertanto non esistono soluzioni del
sistema
sinz = 0,

cosxr =0

1
27

-1

FIGURA 1. Grafico di f(x) = cosx

1

s 7T 3 b
2 2
-1

FIGURA 2. Grafico di f(z) =sinz

Moltiplicando per una costante reale positiva n ’argomento di una fun-
zione trigonometrica, ossia considerando la funzione f(nx), si determina una
variazione del periodo da T a %
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FIGURA 3. Grafico di f(z) =sinz f(z) =sin2z f(z) = sin(3x)

5. Il modulo di =
Dato z € R il modulo di z ¢ definito

2| z, x>0,
€Tl =
-, x <0

|z| = max{z, —x}

Osserviamo che

Vale per z,y € R

|z| >0

x # 0 se e solo se |z| >0

|| = | — |

-l < @ < fa

|z| <7 se e solose —r <ax <rrreale positivo.
|z| <7 se e solose —r < x < r, rreale positivo.
zy| = |z|ly|

[z +y| < [z|+ ]yl

el =yl <le=yl

|x| = |y| se e solo se z= = y=,

lz| < |y| se e solo se z2 < 2.

EsErcizio 5.1. Dati N numeri reali ap, k € N, dimostrare

N N
1D arl <D laxl
k=1 k=1

6. Funzione potenze, radici e esponenziali

La potenza di x. Per n € N, con n > 1 consideriamo

flx) =",
g(x) = n®,
h(z) = o
e distinguiamo il caso n pari e n dispari. Per n pari, ad esempio n = 2
f(a) =a?,
gla) = a2,
h(z) = 2*

Dom(f) =R, Dom(g)={z € R,z>0}, Dom(h)=R,
Im(f) ={z € R,z >0} Im(g) ={z € R,z >0}, Im(h) ={z € R,z > 0}.
Per n dispari, ad esempio n = 3



8. LOGARITMI E PROPRIETA DEI LOGARITMI IN BASE 2 21

Dom (f) =R, Dom(g) =R, Dom(h) =R
7. La funzione esponenziale
Al variare di x € R consideriamo per a > 1

f(z) =a”

Si dice logaritmo in base a di un numero x ’esponente da dare ad a per

ottenere x.

r=d¥ <= y=log,x

(si legge: y il logaritmo in base a di x). Pensiamo al caso paricolare

flz) =2°
8. Logaritmi e proprieta dei logaritmi in base 2
Per ogni € R con x > 0, , il logaritmo in base 2 ha la proprieta

210g2m = .

Si ha
log, 1 = 0.

Per ogni z,y € R con =,y > 0, vale

e logy xy = logy « + log, y. Perche
logy &y = log, (21°%2 72182 V) — log, (2182 0% — log, & + logy y
e log, % = —log,y . Perche
0 = logy 1 = logy(zz ™) = logy x + logy 27,
—logy z = logy 2!

e log, % = logy = — logy y.

x 1 1
logy v 10%2(90&) = logy z + log, v logy x —logy y
e Per n € N | log, 2™ = nlogy x. Perche
logya™ =logex-x...x =logyx +logyx +...logy x = nlogy x
nvolte
e Per ogni x # 0,log, 22 = 2log |z| Perche se x > 0
log, 2 = logy zx = log, x + log, © = 2log, x,
se x < 0 allora —z > 0
logy 2° = logy(—2)(—) = logy(—x) + logy(—x) = 2log,(—x),
ossia z # 0, log, 22 = 2log |z

e per ogni z,y con xy > 0,
log zy = log |z| + log |y|. Perche se x > 0 y > 0 allora

logy xy = logy z + logy y,
se x < 0y <0 allora
logy 2y = logy(—)(—y) = logy(—x) + logy(—y)
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9. Funzioni trigonometriche inverse

9.1. Grafici di funzioni trigonometriche inverse. La funzione f(z) =
sin(x),z € R non ¢ invertibile in R. Possiamo renderla invertibile se limitia-
mo il suo dominio all'intervallo [-7, 7], in cui la funzione ¢ monotona. La
sua inversa ¢ la funzione f(x) = arcsin(x).

La sua inversa f(x) = arcsin(x) & definita in [—1, 1] a valori in [—7 /2, 7 /2]

T
2

F1auraA 4. Grafico di f(z) = arcsin(z).

La funzione f(z) = cos(z),z € R non & invertibile in R. Possiamo
renderla invertibile se limitiamo il suo dominio all’intervallo [0, 7], in cui la
funzione ¢ monotona. La sua inversa ¢ la funzione f(z) = arccos(z). La sua
inversa f(x) = arccos(x) ¢ definita in [—1,1] a valori in [0, 7].

s

®|

-1 1

FIGURA 5. Grafico di f(x) = arccos(x).

La funzione
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¢ definita per ogni x € R,z # § + km, k € Z, & periodica di periodo 7
tan(f 4+ m) = tan 6.

E una funzione dispari

tan(—x) = —tanx
ed ¢ ovunque crescente.
Per alcuni angoli noti
s \/§ s i
tan0 =0 tan—- = — tan— =1 tan- = V3
an an 5 3 an o an 3 V3

Se restringiamo lo studio della funzione tangente in (=%, 5), utilizzando

la stessa notazione per indicare la funzione in tale intervallo la funzione
risulta iniettiva e Im(f) = R La funzione tangente ¢ invertibile: la funzione
inversa ¢ indicata con

T 7r)

arctan : R — (—5, 3

FIGURA 6. Grafico di f(x) = tan(z), grafico di f(x) = arctan(x)

Risolvere

Sia

allora
t =tans seesoloses = arctant

tans =t
s € (5,
Sia § < s <, allora

s—m=s" taleche s* € (—g,()]
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Poiche
tan s = tan(m + s*) = tan s

t =tans = tan s*

s* = arctant ossia s— m = arctant.

In conclusione
s =m+ arctant
Sia
T
< s < —5,

poniamo

T
s+ m = s" inmodotaleche s* € (0, 5]
Sappiamo che

tan s = tan s*

t=tans ossia t=tans*

s* = arctant
s+ m = arctant.

In conclusione
s = —m + arctant

Quindi 'unica soluzione s ¢ data da

arctant te (-3,
§ =< 7+ arctant, t e

—7 +arctant,t € (—m, —5)

10. Esercizi

EsErcizio 10.1. Disegnare y = |z —5|,y = [z + 3|,y = |z| — T,y =
|z| + 8.. Disegnare y = sin|z|,y = |sinz|,y = sin(x + ¢),y = sinz + c.
Disegnare y = cos |z|,y = |cosz|,y = cos(z + ¢),y = cosx + ¢



CAPITOLO 5
Il principio di Induzione

In Arithmetices principia Peano introduce i numeri naturali N dando le
seguenti regole

1 & un numero € N,

Il successivo di un numero € N & un numero € N,

1 non & successivo di nessun numero € N

se i successivi di due numeri € N sono uguali, anche i due numeri
sono uguali,

e Se un insieme A contiene il numero 1 e il successivo di ogni suo
elemento, allora A = N,

Gli assiomi riguardano 1’ operazione del passaggio da un numero naturale
al suo successivo, 'ultimo dei quali particolarmente importante nel definire
le operazioni in N. Esso e il principio di induzione. Data una proposizio-
ne P(n), con P(1) vera se dall’assumere P(n) vera (ipotesi induttiva),
risultera P(n + 1) vera, allora la proposizione sara vera per ogni n € N.

0.0.1. La somma dei primi n numert naturali e la somma dei loro qua-
drati.

PROPOSIZIONE 3.

° :n(n+1) 2:n(n+1)(2n+1)
E k=—"-2- E k

2
k=1

Dimostare come esercizio

1. La disuguaglianza di Bernoulli e altri casi

Spesso alla base di dimostrazioni di teoremi, la disuguaglianza di Ber-
noulli asserisce che

PROPOSIZIONE 4.
1+2)">14nz, VneN, z>-1.

DIMOSTRAZIONE. La disuguaglianza ¢ verificata per n = 1. Assumen-
do vera la disuguaglianza al passo n si ha

QA+ =0 +2)"(1+2)>A+nz)1+2)>1+(n+ 1)

EseErcizio 1.1. Dimostrare al variare di x € R
|z" = |z|", n €N

25
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1.0.2. Disuguglianze. Introduciamo il simbolo ! (fattoriale din): € un’ap-
plicazione di N in N che agisce cos™1

=1, n!l=n(n—1)!
Esempio :
51 = 5(41) = 54(3!) = 543(2!) = 54321 = 120
Dimostriamo tramite il principio di induzione
nl > 2n~1 Vn>1neN
DIMOSTRAZIONE. Per n = 1 ¢ verificata. Assumendo vera la disu-

guaglianza al passo n , si ha

(n+ 1! =nln+1)>2""12=2"

Dimostriamo tramite il principio di induzione
2" > n, Vn>1neN
DIMOSTRAZIONE. Per n = 1 & verificata. Assumendo vera la disu-
guaglianza al passo n , si ha

ontl — 919 5 9y >+ 1.

Sia a > 1. Dimostrare che

a—1

Va—1< , Vn € N
n

DIMOSTRAZIONE. Prendendo z = %=1, applichiamo la disuguaglianza di

Bernoulli "
a—1

()

passando alla radice nesima si ha il risultato. O
1.0.3. Un altro caso.

PROPOSIZIONE 5. Se il prodotto di n numeri reali e positivi € uguale ad
1, la loro somma risulta > di n.

DIMOSTRAZIONE. Il risultato € vero per n = 1.
Supponiamo che z12x9---x, =1 e x1+xo+ -+, > n e dimostriamo che
se
T1T2 -+ TpTpt1 = 1,

allora
r1+ T2+ Ty +Tppr > n+ L
Se
122+ + Ty = 1,
allora,

e tutti i fattori sono uguali. Quindi sono tutti uguali ad 1 e la loro
somma vale n + 1, e il risultato ¢ dimostrato.
Se non,
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e Esistera almeno un fattore piu piccolo di 1 ed un fattore piu grande

di 1.

Supponiamo
1 < 1, Tpt1 > 1.
Poniamo
Y1 = T1Tn+1,
abbiamo
Y1z xn =1,

possiamo dunque applicare il risultato assunto vero al passo n, ne segue

y1 +x2--- 4+ 20 =N,

ma
T+ T Tyt Tpy1 = (Y1 + T2 X)) + Tppr — Y1+ T 2
n+l+zp—ypit+ar—l=n+l+appy — 12941 +21—1=
n+1+ (zpp1 —1)(1 — 1)
Poiche
(41 —1)(1 — 1) >0,
il risultato e dimostrato al passo n + 1. O

2. Medie

TEOREMA 2.1. Siano dati x1,T9,T3,%4 ... Ty, non negativi, n € N. La
media geometrica My e il numero

My = (z1z023 . .. xn)%

La media aritmetica M, ¢& il numero
r1t+r2t+a3+ ...+ 2y

M, =
n
Si ha
M, > M,.
DiMOSTRAZIONE. Consideriamo 3}, ..., 17, 37, allora la radice ennesima
g g g

del prodotto vale 1 ossia =22 ...2In — 1 ¢ per il risultato precedente
lel prodotto LR TR 17 ,ep D
E+E+EZH,OSSIaMa2Mg. |:|

Diamo un’altra dimostrazione per induzione che fa uso della disugua-
glianza di Bernoulli

DIMOSTRAZIONE. e Per n = 1 la disuguaglianza ¢ vera risultando
Ir1 =X

e Supponiamo che al passo n — 1 risulti
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Mo _ () on= Mg 1 (Ma\"_ (), an = MG 1N"

M M!  n M M! n

Per applicare la disuguaglianza di Bernoulli dovra risultare — M +
xn > —nM/ ossia (n — 1)M] + xz, > 0, che risulta verificata.

Pertanto
Mo " () on = Mg\ n
M, M M

(Ma)"™ = @n(Mg)" ™,

e quindi per l'ipotesi induttiva
n
(Ma)" > 2 (M) =2y 29 g = [ [ = (M,)".
i=1
e la dimostrazione e completa U

3. Disuguaglianza di Young per esponenti razionali

Come applicazione della disuguaglianza tra la media aritmetica e geo-
metrica dimostriamo la disuguaglianza di Young per esponenti razionali.

DEFINIZIONE 3.1. Dato p > 1, p € R diciamo coniugato di p il numero
reale q tale che

1 1
T4 =1
P q
Sep= 7, m,n €N conm <n il coniugato di p ¢ dato da

n

q= .
n—m
TEOREMA 3.2. Disuguaglianza di Young (esponenti razionali): dati due
numeri reali positivi x ey, e dati p, ¢ numeri razionali verificanti %—i—% =1,
st ha
xy < — + =
p q

DiMOSTRAZIONE. Dalla disuguaglianza sulle medie

1 1 +x2o+23+ ...+,
(xlxgl'g...xn)n S

n
Fissiamo
T1=T9=...Tym =" Tl = .. Ty = b

n
n—m’

Fissiamo p = ;> con m < n, segue che il coniugato di p ¢ dato da ¢ =

allora
maxP 4+ (n —m)y?

(@)™ (y)" ™) < n

m n—m m n—m
n

(a2)% (1) 5 < TP

segue allora la disuguaglianza. O

y,
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4. Formula del binomio

(1) = o

Dimostrare per esercizio, per 1 < k < mn, (0! = 1, per convenzione.)
n n n _(n+1
k k—1) k
46 41

1
Applicare la formula precedente per costruire il triangolo di Tartaglia 1t 5 10 10 5 1

Definiamo

PROPOSIZIONE 6. Dimostrare per induzione

(a+b)" = zn: <Z> a" Rk,

k=0

per ogni coppia di numeri reali a e b.

DIMOSTRAZIONE. L’asserto ¢ vero per n = 1. Assumendo vera la for-
mula al passo n la dimostriamo al passo n + 1. Vogliamo dimostrare che

n+1
1
(a+b)m1 =% (n‘kt' )an+1kbk‘

k=0

(@+0)" " =(a+b)"(a+b) = (> (Z) a" ") (a +b) =

|
—_

n+1 g n n+l—kik . n n+l—kik n+1l _
a + <k>a b +Z(k_1)a b" +b =

k=1 k=1
14y {<Z>+<k n 1>]an+1_kbk+bn+1 -y (n—;ﬁ- 1) QI —hpk gt gt
k=1 B k=1
n+1
3 (” + 1)an+1—kbkz
N .
k=0
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5. Esercizi
EseErcizio 5.1. Dimostrare
n n
no__ n _ k(T
r =3 (1) o= eu(})
k=0 k=0
" /n
2)" = 2 1)k
v =3 ()) e -1
k=0
ESERCIZIO 5.2. Dimostrare tramite il principio di induzione
1 _ N
Sn:1+q+q2++qn71 :7q
l—g¢q
6. Esercizi
ESERCIZIO 6.1. Determinare [’estremo inferiore e superiore dell’insieme
NUMErico Cr o1
X = = ~, neN
{x" 2n + n " }
s 3
e i

r. L’estremo inferiore di X é 0, l’estremo superiore di X



CAPITOLO 6

Successioni

1. Successioni limitate

DEFINIZIONE 1.1. Una successione di numeri reali é un’applicazione
dall’insieme N dei numeri naturali in R:

neN—zx, eR
L’elemento x,, € R é quindi l'immagine del numero n € N

Una successione di numeri reali si dice inferiormente limitata se esiste
m € R tale che x, > m, Vn € N. Una successione di numeri reali si dice
superiormente limitata se esiste M € R tale che z, < M, Vn € N. Una
successione si dice limitata se risulta inferiormente e superiormente limitata.

2. Successioni monotone

Una successione si dice
monotona crecente
Tptl = Ty,
Esempio: 2".
monotona decrescente
Tnt1 < Ty,
Esempio: (%)n
Osserviamo che una successione puo non essere monotona ma essere oscil-
lante (esempio (—1)")

PROPOSIZIONE 7. Dimostriamo che la successione
1 n
Ty = (1 + > .
n

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il rapporto

¢ monotona crescente.

n+1
14+ L
Tntl ( +"+1> _ <n+2)"+1< n )"

- n+1 n+1

)
() ) () () ()
+

n
o242 \" 41\ mPaom 1 -1\""np1)
S\ (m2+2n+1) S\ (n242n+1) n N
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n? 4 2n 41 1 "
n2+2n+1 n2+2n+1 n
Dalla disuguaglianza di Bernoulli (che vale in senso stretto per ogni

h #0) si ha,
(I1+h)*>14nh, V real h>-1, YneN

abbiamo
1
=——>-1, V
n?+2n+1 "
poiche
1
— <1, Vn.
n24+2n+1 ’ "

E quindi sostituendo nella disuguaglianza precedente

n+1
14+ 1
- ( +n+1) ( 1 )<n+1>
= ) > 1 — = 1.
Tn 1 n+1 n

I+
Cio conclude la prima dimostrazione. O

DiMOSTRAZIONE. Diamo ora un’altra dimostrazione basata sulla disu-
guaglianza tra la media aritmetica e geometrica dell’asserto: la successione
(z,) definita da

1\
xn=<1+ﬁ), n=1,2...

¢ limitata e crescente.
Applicando la disuguaglianza
"tl/al el S

ap+ -+ apt1
n+1

con

ag=--=ap,=14+— and apy1 =1,
n

n 1 2 1
+f/(lJrf)ngnJr =1+ .
n n+1 n—+1

Cio e equivalente a x,, < xp41. Quindi (z,) € crescente ed ¢ inferiormente
limitata da x; = 2.
In pitu applicando la disuguaglianza

a1t ot anys
Fay . apye < nt

otteniamo

n 4+ 2
con
1
a1 =-=ap,=14+— and apy1 =ant2 ==
n 2
otteniamo
n+\2/<1+1>".1.1gn~|—2:1
n 2 27" n+2
Equivalente a z, < 4. Quindi (x,) ¢ limitata superiormente da 4. 0
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n
ESERrci1Z1O 2.1. Dimostrare <1 — i) e limitata

1 n
0<L <1 — ) <1
n
PROPOSIZIONE 8. La successione

1 n
xn:<1—n> 3

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo

DIMOSTRAZIONE.

e crescente.

To > X1

Per n > 1 consideriamo il quoziente

n+1
1— L )
Tyl ntl < n >"+< n >"

T <1_}1>" “\n+1 n—1
) G () - Gat) (5
_ (o T (nmtY L
n?—1+1 ”“_ S(n211)> n2<1n >1 "
(o) () = (i) ()

Applichiamo la disuguaglianza di Bernoulli, con

1

Da cui sostituendo nella precedente disuguaglianza

1
Tntl _ (1 4 " )51, va>1
Ty n—1 n—1

Anche la successione (x,,) definita da

1\
ﬂ?n:<1—ﬁ), n=12,....

e crescente come applicazione della

BV ant+1 <

al+ -+ apt1
n+1

with

ag=---=a,=1—— and ap41 =1,
n

"T/<1—l>n§ no_yo 1
n n+1 n+1

Cio e equivalente a x, < z,,11. Quindi (x,) € crescente. O

otteniamo
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n+1
PROPOSIZIONE 9. Dimostrare <1 + 71L> e limitata

1 n+1
O§(1+> <8
n

DIMOSTRAZIONE.

O
PRrROPOSIZIONE 10. La successione
1 n+1
Ty = <1 + > ,
n
e decrescente.
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo
ro < X1
Per n > 1 consideriamo il quoziente
T,  (n+1 "2 " on [(n+1)? n+2_
Tpy1  \n+2 n n+1\n(n+2) N
1 n+2 1
" (14 > " (142)=1
n+1 n(n +2) n+1 n
O

3. Successioni divergenti positivamente e negativamente

DEFINIZIONE 3.1. Una successione (xy,)y si dice divergente positivamen-
te, se per ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v=—ux, > M.

In questo caso si scrive

lim x,, = +o0.
n—oo

DEFINIZIONE 3.2. Una successione (x,)N si dice divergente negativa-
mente, se per ogni numero reale M > 0 esiste v € N tale che

n>v=—x, <-—-M.

In questo caso si scrive
lim z, = —oc.
n—oo
Esempio di successione divergente positivamente : x, = 2"
lim 2" = +o00
n—oo

Esempio di successione divergente negativamente : x,, = ln%

lim In— = —o0
n—oo n
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DEFINIZIONE 3.3. Si dice che la successione (x,)n converge al numero
reale [, se per ogni e > 0 esiste v € N tale che n > v = |z, — | < e. In
stmboli

lim z, =1,
n—oo

che si legge limite di x,, rispetto a n uguale ad .
Poiche |z, — | < € equivale a
—e <z, —1l<e¢,
cioe
l—e<x,<l+e,
si puo anche scrivere
n>v—l—-c<z,<l+e.

Esemplo di successione convergente LTy = (%)

: Lin
lim (7) =0
n—oo 2
Teorema Se (2',,)n e (2”,,)n sono successioni regolari (cioé successioni che
ammettono limite € RU {—o00, +00}), si ha
: / ! : / : !
(1) limp—oo(c12'y + c22”y) = 1 limp o0 @'y + 2 limy o0 275,
: / /! 3 / s !
(2) limy—oo(2'p - 2") = limy 00 'y - limy, 00 275,
. ' lim,,— oo ',
(3) hmnHOO o - T
", limy, oo 25
in tutti i casi in cui il secondo membro ha significato in R U {—o0, +00}.
Forme Indeterminate
Se 7/, = —o0 e 2", — +o0, allora 2/, + 2/, non puo essere inquadrata
n n Y n n
in nessuno dei casi gia considerati.
Questo rientra infatti tra quelli in cui il secondo membro —oo + (400)
non ha significato in R.
Facciamo vedere, per mezzo di esempi, come la successione z’,, + 2,

puo essere di qualunque tipo.

v, =-n,2",=n 2,+2",=0, convergente;
vy =-n2",=n+(-1)" 2, +2",=(-1)", nonregolare;
tp=—n2",=n? dp+2"n=n-1n — +o0;
e, =—-nd &', =n? 2, +a", = n2(1 —n), — —o0.

Per questo motivo quando

si dice che la successione
/ "
Typ+Tp
si presenta sotto la forma indeterminata m

Analoghe considerazioni valgono per z/, —z",, se 2/,, — +oc e 2”,, — +00
o anche se z/,, — —o0 e 2", — —o0.
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e Se

la successione

Tn T n,
si presenta nella forma indeterminata .
e Se invece
z, — +oo
{ z", — +oo
si dice che la successione
'
:E//n’

si presenta nella forma indeterminata

2, —0
Il/n N 0

si dice che la successione

818

e Quando, infine

',

i
x/ln

si presenta nella forma indeterminata .

4. Successione non regolare

Definizione. Una successione (x,, )y si dice non regolare o oscillante se non
ammette limite.

Esempio di successione non regolare: z, = (—1)" non esiste il lim,,_,o(—1)"

PROPOSIZIONE 11. Dato applicazione i : N — N. (k) = j con i(k +
1) > i(k), una successione estratta é la successione ristretta a i(k). Se xp,
converge a x € R (oppure diverge positivamente o negativamente) allora ogni
estratta di x,, converge a x (oppure diverge positivamente o negativamente).

ESEMPIO 4.1. Non esiste il lim;,,_,oo(—1)" perché calcolata nell’estratta
di indici pari la sottosuccessione converge a 1, nell’estratta di indici dispari
la sottosuccessione converge a —1.

5. Permanenza del segno per successioni

Sia lim, 4o, = con | > 0 allora esiste v tale che xz,, > 0 per n > v.
Sia

lim =z, =1 lim g, =1
n—-—+00 n—-—+00
e Se z, < 0 per ogni n alora x < 0. Ricordare ’esempio x, = —%

Tp <0 perogninmal=0
e Se x,, < 0 per ogni n allora [ <0.
e Se x,, <y, per ogni n allora | <
EsERcI1ZIO 5.1. Dimostrare che se per x, y reali risulta x < y + ﬁ per
ogni n € N, allora x < y.
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5.1. Il teorema del confronto.

TEOREMA 5.2. Siano Ty, Yn, € 2, tre successioni.

o Sexy, —x€R, 2z, xR, ex, <y, < 2y, alloray, —
o Se y, — +00 € Ty > Yp, allora x, — +00.
e Sey, — —0 ez, < Yy, allora x, — —o0.

6. Calcolo di limiti

Sia x, una successione a termini positivi. Posto

_ Tn+l
Yn =
L,

si ha: se limy, 400 yn < 1 allora limy, oo z,, = 0.
Applicazione. x > 1,¢>0,n € N

7. Il teorema fondamentale sulle successioni monotone
TEOREMA 7.1. Se x,, ¢ crescente e superiormente limitata allora

supx, = lim x,
n n—oo

Se x, é decrescente e inferiormente limitata allora
infx, = lim z,
n n—oo
Se x, € crescente e superiormente non limitata allora
supx, = lim z, = 400
n n—00
Se x, ¢ decrescente e inferiormente non limitata allora

infz, = lim z, = —c©
n n—oo

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per fissare le idee, che (x, )y sia crescen-
te. Se non é limitata, non lo & superiormente. Infatti 1 ¢ un minorante.
Comunque si scelga un numero M € R esiste un elemento della succes-

sione, x,, tale che z, > M.
Per ogni n > v si avra z, > x, > M e questo significa x,, — +o0.

Se (xn)y ¢ limitata, avra estremo superiore ey € R. Per le proprieta
dell’estremo superiore, per ogni € > 0 esiste un termine della successione,

sia x,, tale che x, > ep; — €.
Per n > v si avra x,, > x, e x,, < epr. Percio da n > v segue

eM—5<:nl,§:1:n§e'M<eM+€.

N p
Cio significa x,, — €};.
In modo analogo si prova ’altro caso.
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EsErciz10 7.2. Come esercizio sul teorema fondamentale sulle successio-
ni monotone provare il teorema nel caso di successioni decrescenti e limitate.
(suggerimento I = inf,, x,,. Per definizione di estremo inferiore x,, > ', per
ogni n; inoltre Ve > 0 esiste v tale che x,—e <1'. Max, < x, sen > v....).



CAPITOLO 7

Il numero di Nepero

1. introduzione al numero di Nepero

Scoperto da John Napier, e indicato con la lettera e , il numero di Nepero
€ ora universalmente noto con la lettera e, dopo 'uso di tale lettera da parte
di Eulero. Ecco alcune altre notazioni tra 1690 e il 1787, tratto da un libro
di Florian Cajori, matematico del XIX secolo (wikipedia).

1690 b Leibniz, Letter to Huygens

1691 b Leibniz, Letter to Huygens

1703 a A reviewer, Acta eruditorum

1727 e Euler, Meditatio in Experimenta explosione tormentorum nuper
instituta

1736 e Euler, Mechanica sive motus scientia analytice exposita

1747 ¢ D’Alembert, Histoire de I’Académie

1747 e Euler, various articles.

1751 e Euler, various articles.

1760 e Daniel Bernoulli, Histoire de I’Académie Royal des Sciences

1763 e J. A. Segner, Cursus mathematici

1764 ¢ D’Alembert, Histoire de I’Académie

1764 e J. H. Lambert, Histoire de I’Académie

1771 e Condorcet, Histoire de I’Académie

1774 e Abb Sauri, Cours de mathématiques
Consideriamo 'insieme

1
A={zeR talichexnzzg n € N}.
k=0 "

Dimostriamo che I'estremo superiore di A ¢ un numero reale. Come prece-
dentemente dimostrato, k! > 21 Vk > 1,k € N. Si ha

n 1 n 1 —+o0
E§1+ZF§1+sz C<142=
k=0 k=1 k=1
Inoltre
n
1
7> 2
k=0
Da cui si evince
2 <supA < 3.
n

Per definizione, poniamo
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e = sup A.
n

Abbiamo Y, % che & una successione monotona crescente. Dal teorema
fondamentale sulle successioni monotone, deduciamo

"1 1
‘f:nETOOZg:Zg'
k=0 k=0

Dalla formula del binomio di Newton

1\" ~nnr-1)n-2)...(0n—k+1)1
RN LS LTRSS
k=0
Ma,
n(n—l)(n—2)...(n—k—|—1):n(n—l)(n—2)...(n—k—|—l)
nk n... nk—volte
n(n—l)(n—Q)...(n—k+1):1(1_1>(1_g).”(1_k—1>”.<1.
n... N _volte n n n -

Allora,
( N\N" &1
1+ ) <N =,
- |
n — k!
e passando al sup, definendo
1 n
A={xeR talechexn:<1+> n e N},
n
si ha
sup A’ <sup A
n n

Dalla limitarezza di A’ si evince il suo estremo superiore €’ ¢ un numero
reale.
Fin’ora abbiamo dimostrato
/
e <e

Vogliamo in realta dimostrare che ¢’ = e.
Prendiamo n > m. Allora

14- ) =
n nk nk k!
k=0 k=0

Da cui passando all’estremo superiore su m

(1+:L)n>in(n—l)(n—Q)...(n—k—f—l)1:

1\" —=nn=—1Dn-2)...(n—k+1)1 “nn—1)n-2)...(n—k+1) 1
< >Z( )( )---( +)k!22( )( )---( +1)1

- k |
n k!
k=0

Osservando che

nn—1)(n—-2)...(n—k+1)
nk

1 =sup
n

Passando all’estremo superiore su n,
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1\"_ 1
1+—) > —.
w(i+1) 235
k=0
Allora otteniamo ’altra disuguaglianza, e quindi I'uguaglianza.

1.1. La funzione esponenziale. Al variare di x € R consideriamo
flz) =¢
Per analogia a quanto visto precedentemente poniamo

“+oo

k
=3 L
!

k=0

1.2. Ancora sul numero di Nepero. Precedentemente abbiamo ve-

rificato
1 n
ezsup{<1+> }
n n

n .
e (1 + %) € una successione monotona crescente. Dal teorema fondamentale
sulle successioni monotone, deduciamo

1 n
e = lim (1 + >
n—-+4oo n

Inoltre vale per il teorema del prodotto dei limiti

1 n+1
e= lim <1+>

n—-+00 n

n+1
Sappiamo che <1 + }Z) € una successione monotona decrescente infe-

riormente limitata Dal teorema fondamentale sulle successioni monotone,

deduciamo
1 n+1
e:inf{(l—l—n> ,nGN}

1 n 1 n+1
(1+> <e<<1+>
n n

e passando ai logaritmi

1 n 1 n+1
log<1+) <1<10g<1+> )
n n

1 <1 1+1 <1
O JR— JR—
n+1 & n n

Si ha

ossia




42 7. IL NUMERO DI NEPERO

2. Le buste e le lettere

Date n e le corrispondi n buste in quanti modi possiamo mettere le
lettere nelle buste in modo tale che nessuna lettera sia nella busta giusta?

Per ogni sottoinsieme di A C {1,...,n} denotiamo con f(A) il numero di
permutazioni {1,...,n} che lasciano fisso ogni elemento di A. Allora
f(A) = (n—|A])},

con |A| il numero degli elementi di A.
Si ha che il numero N di tali permutazioni ¢ il numero naturale piu
o . | . < . . |
vicino a - ossia ¢ la parte intera di % + =

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che il risultato € banale per n = 1; per
una busta e una lettera: N = 0. Assumiamo quindi n > 2.
Osserviamo che Vk, 0 < k < n, ci sono esattamente (Z) sottoinsiemi di

k elementi di {1,...,n}, otteniamo allora
Nm)y= > (-nHf4)
AcC{1,..,n}

Ne segue dalle stime per serie alterne

N(n) 1 1
n el (n+1)
e anche
n! n! 1 n! 1

3. Logaritmi e proprieta dei logaritmi in base neperiana

Per ogni x € R con z > 0, , il logaritmo in base neperiana ha la proprieta

o8 = g,

Per ogni z,y € R con =,y > 0, vale
e logxy = logx + logy.

log% = —log.

log% =logx — logy.

Per t reale, log x! = tlog .

Per ogni z # 0, log 2> = 2log |z|
per ogni x,y con xy > 0,

log zy = log |z| + log |y|.
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4. Applicazione della formula del binomio al calcolo di limiti

lim (n)% =1

n—oo

DIMOSTRAZIONE. Dall’identita

(o) -

Dalla formula del binomio,

(o) £ Q)

considerando nella somma unicamente ’addendo ottenuto per k = 2, otte-

niamo
2
71(71_1)((”)},, _ 1) <n,
2
quindi
1 2
0<(n)n —1< 7
1< ()b <144/ ——
n—1
Passando al limite,
lim (n)% =1
n—oo

5. Un teorema di Cesaro

Sia {a,} una successione di numeri reali positivi. Allora

. Gp41 . 1
lim 4 =] = lim an = l,
n—oo  Qp n— o0

qualinque sia l€ U{—o00, +00}.
E’ facile vedere che un’ applicazione del teorema di Cesaro e la seguente
lim (n)% =1
n—oo

Infatti basta applicare il teorema con a, = n.

6. Formula di Stirling

James Stirling (Scotland, 1692-1770)
Vale la seguente formula di approssimazione (appare sia e che 7)

n n
n! ~ 27Tn(—> ,
e

ossia
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7. Esercizi
EsERrcizio 7.1. Calcolare
1 n
n— oo n

Dalla disuguaglianza di Bernoulli
1 1\"
l——<(1-—= <1
n n

Da cui, passando al limite
1 n
lim <1 — 2) =1
n—oo n

EsERcIZIO 7.2. Tenuto conto dell’esercizio precedente calcoliamo

1 n
lim <1 — > .
n—oo n

Abbiamo
1\" 1
lim (1 — > = -
n—oo n (&
1\" 1\" 1\"
lim (1 — 2) = lim <1 - > lim <1+ >
n—oo n n—oo n n—oo n
allora
n
) limy, oo (1 — ng) )

n
lim (1 — ) == n
n—00

ESERCIZIO 7.3. Dimostrare che non esiste il limite della successione

. — (Z—:&)” se n & pari,
Tl (D)™ sen é dispari.

r. Il termine generale della successione si puo anche scrivere

1
a _{(1 ) sen & pari

14+
1\n S A ;
(1—2)" sen é dispari

Cosicché se n é pari ap, — e% mentre se n € dispari a, — %, quindi la

successione non ammette limite.



CAPITOLO 8

Serie

1. Serie geometrica

In =4(
Allora
+00 qg>1
. . 1 q=1
AT = g€l -1,1]
A g< -1
Consideriamo

l+q+@+-+q¢" "+
serie geometrica di ragione q.

Ridotta —nsima

sn=1+q+q +--+¢""

Se ¢ =1 si ha
Sp=1+1+-+1=n.
Sia ¢ # 1. Abbiamo dimostrato che

2 n—1 1_qn
spn=1+q+q¢" +-+q¢ " =
l—q
Se |g| < 1 allora lim,,_,», ¢" = 0 e pertanto
. . 1—qg" 1
lim s, = lim = .
n—oo n—oo 1 —gq 1—g¢q
Se ¢ > 1, poiche lim,_, . ¢" = +00 si ha
-1 1 1
limsnzlimq =——-lim¢"—-1=—— 400 =40
n—o0 n—oo q— 1 q—1 n—oo q—1

Sia ora g = —1,

N 2

S _— —
" 1, n=2p+1
Pertanto la successione (s, )y non e regolare.
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Sia infine ¢ < —1. Possiamo scrivere ¢ = —|q|, e quindi
1= ()" _ 1= (=1
T 1+4]q 1+ q]
1 —[g[*
= =2y
1+ !qi
1+ [g[*~!
STHEL . p=2p—1
1+ 1q|

Ne segue che Sy, — —00 e Sy,_1 — +00 e pertanto Alim,, . sy,
Allora

+00 qg>1
li = 1 €l —-1,1]
n1—>Hc>losn_ l—q 9 ’
A g< -1

ESERCIZIO 1.1. Dimostare che la frazione generatrice di 0.5 tguale a
5/9

+oo
_ 1.n 5
0.5 =5(10)"" +5(10) 2+ - +5(10) " +--- =5 (E) =5
n=1

2. Insieme di Cantor

Dividiamo [0, 1] in tre parti uguali e togliamo lintervallo aperto centrale
di ampiezza 1/3 Dividiamo ciascuno dei due intervalli chiusi che rimangono
in tre parti uguali e rimuoviamo i due intervalli aperti centrali di ampiezza
1/9 e cosi via. L’insieme che si ottiene si chiama insieme ternario di Cantor.
Nell’intorno di ogni punto dell’insieme di Cantor ci sono sia punti conte-
nuti nell’insieme che punti contenuti nel suo complementare. Ogni punto
dell’insieme di Cantor ¢ un punto di accumulazione. Se calcoliamo la mi-
sura dell’insieme dei punti che vengono via via rimossi dall’intervallo [0, 1]
osserviamo che vale

“+o0o

1 2 A
§+ +7 _Z3n+1:

In realta, anche se la misura dell’insieme di Cantor vale 0, I'insieme con-
tiene molti punti. Infatti si puod dimostare che I'insieme di Cantor contiene
tanti punti quanti ne contiene 'intervallo [0, 1], ossia I'insieme di Cantor ha
la cardinalita del continuo.

3. Serie armonica
Si chiama serie armonica la serie di temine generale z, = 1/n.

TEOREMA 3.1. La serie armonica
1 1

1
14+ S S oo e
+2+3+ +n+

diverge positivamente.
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DiMOSTRAZIONE. Consideriamo per k € N

1\ F
ak:<1+kz>

k
Allora e > <1 + }g) Poiche la funzione Inz & crescente in (0, +00)

1 k
lzlne:lnakaln(1+k)

Da cui
>In(k+1)—Ink

| =

Facendo le somme da 1l an
n n

Z%Z In(k+1)—Ink =1In(n+1)
k=1 k=1

In conclusione s, > In(n+1) e quindi la serie armonica diverge per il teorema
di confronto sulle successioni. 0

Importante notare

OSSERVAZIONE 5. Per la serie armonica
o
>
n
n=1
e verificata la condizione x,, — 0; questa condizione ¢ percio necessaria, ma
non & sufficiente per la convergenza della serie.

3.1. Teorema (criterio del confronto asintotico. Sia x,, una suc-
cessione a termini non negativi per cui esiste il limite e

lim nz, =1#0.

n—-+o0o

oo
> o = 420
n=1

Esempio Studiare il carattere della serie

= 1\"1
> l1+=) -
n n
n=1

1 n+1
lim <1 + ) =e.
n—oo n

1\"1
lim n[(l—i—) ] =e
n—+00 n n

Allora

ossia
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Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie
€ positivamente divergente
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4. Serie armonica generalizzata

Per p numero reale e positivo. La serie armonica generalizzata e data da

o0

E

=
il_{+oo p<1
—n < 00 p>1

Dimostrazione del caso di convergenza.
La successione delle ridotte n-sime e regolare, pertanto per valutarne il
limite possiamo considerare una sottosuccessione.

1 1 1 1 1 1
Son_1 =1+ 277 + 37; + ... (2h—1)p + (Qh—l n 1)p + o, — | <

11 1 h 1 = 1
h—1 _ _
]__{_27217_‘_4741)_'_ ......... 2 @ E [(2p_1)k_1] < E [(2p_1)k_1] < 400
k=1 k=1

teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p un numero reale e positivo.
Supponiamo p < 1. Sia z, una successione a termini non negativi tale che
per cui esiste il limite e

li Pr, =1 .
Jim nfz #0

Allora
o0
S
n=1

Esempio Studiare il carattere della serie

242

n=1

1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

e V| (13) ] =

ossia

1\" 1 e
1+—-) —=~—= per n— oo,

n \/’TZ n
Dal criterio del confronto asintotico segue immediatamente che la serie e
positivamente divergente.
teorema (criterio del confronto asintotico) Sia p > 1 un numero reale. Sia
Ty Una successione a termini non negativi tale che per cui esiste il limite in
R di

lim nPx,
n—-—+o0o
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Allora
Z Ty < 400
n=1

ESEMPIO 4.1. Studiare il carattere della serie

= 1\" 1
21+ s
n n

n=1
1 n
lim (1 + > =e.
n—oo n

1\" 1 e
14— — ~ —5 Per n — oo,
n) n n

Pertanto

0ssia

1 n
lim n? <1+> =e
n—-+0o n
Dal criterio del confronto asintotico seque immediatamente che la serie é
convergente.

ESEMPIO 4.2. Studiare il carattere della serie

= 1\" 1
2\1+5) o

n=1
1 n
lim (1 + > =e.
n—oo n

1\" 1 e
1"‘5 @Nn% per n — o0,

1 n
lim n%® (l + ) =e
n—+00 n
Dal criterio del confronto asintotico seque immediatamente che la serie é
convergente per o > % (<= 2a > 1) e divergente per 0 < a < %

Pertanto

0ssia

EsERrc1Z10 4.3. Studiare il comportamento della serie
5 .
— K+ k+1
La serie & convergente, infatti
“+oo +oo
1 1
D TR IIS T
2 = 2
k;:1k +k+1 k:lk

. Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.
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EsERrciz1O 4.4. Studiare il comportamento della serie
+o0

= (n+1)!
r.Abbiamo
(n!+2m) n! 1

> = .
(n+1)! =~ (n+1)! n+1
Dunque la serie
+oo

— (n+1)!
e positivamente divergente.
Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.

ESERCIZIO 4.5. Studiare il comportamento della serie

=1
; VE2Z 1
r. La serie ¢ divergente.

VE2+1< V2 +14+2k=k+1,

o0

1 1 .
— = - =+
k:1k+1 P
Quindi
[o¢] 0
1 1
_— > — = 400.
g > > E -
= VE*+1 =

Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.
ESERCIZIO 4.6. Studiare il comportamento della serie
*2” 1(k+1\"
k k ’
k=1
r. La serie & positivamente divergente. Infatti

1/kE+1\* 1 1\* 2
(27} = = ) > Z
k:( k> k<1+k>_k

1l risultato seque allora dal confronto con la serie armonica.
Studiare la convergenza applicando il confronto asintotico.

PROPOSIZIONE 12. Data una serie a termini positivi Z:ﬁ an tale che
esista il limite
lim 27+
Qn

=1, cona, # 0 pern grande,

st ha
e sel > 1 la serie diverge

e sel <1 la serie converge
e non ne stabilisce il comportamento [ = 1.
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PROPOSIZIONE 13. Data una serie a termini positiv z:g an tale che
esista il limite

lima, /™ =,

e sel > 1 la serie diverge

e sel <1 la serie converge
e non ne stabilisce il comportamento | = 1.

EsERCIZ10 4.7. Dopo aver determinato dalla formula ricorsiva

Qp+1 = anrj_l
ag=1

l’espressione di a,, studiare il comportamento della serie

oo
E Ay, -
n=2

r. Si ha

e?’L

ap = —.

n!
St puo procedere alla dimostrazione utilizzando il principio di induzione. La
formula é vera al primo passo e se supponiamo che sia vera per n — 1, ossia

en—l

an—l = (n_ 1)'7

st ha

Dal passo n — 1 si ricava

Qa. = —- 60— = —,
" (n—1'n nl
da cui l'asserto.
Si tratta ora di studiare la convergenza della serie

o0
>
n!’
n=2
E verificata la condizione necessaria per la convergenza

n
lim — = 0.
n—oo n!
La serie ¢ a termini positivi, pertanto la convergenza semplice ed assoluta si
equivalgono. Applicando il criterio del rapporto si ha

n+1 n! e

e

— = 1 v 1.
(n+1)len n—|—1< "=

PROPOSIZIONE 14. Approssimazione di e . Pern sufficientemente gran-
de

e~ 2,71828
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DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo
o
B 1
- Z k!
k=0

Calcoliamo

n+m

S a2k et =
k! K n+1 (n+2)! " " (n+m)

1 1 1
(n+1)!<1+(n+2)+“'(n+2)---(n+m)> =

1 1 1 1
(n+1)!<1+ (n+2) +'“<n+2)m—1)<nn!

Allora per m — +o0, troviamo

O<e—zk‘ nn"

disuguaglianza che consente il calcolo approssimato di e. O
PROPOSIZIONE 15. e non € un numero razionale

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo e > 2. Ricordiamo

0<6_Zk‘ nn"

per n = 1 si ha e < 3; assumiamo per contraddizione che e sia un numero

razionale e = g con p, q interi positivi primi tra loro e ¢ > 1. Allora

p o1 1
0<t = 4 < o
q =k qq
¢ q
P 1 1
I = — _ _
v ( 2 k!> q
k=0
e otteniamo una contraddizione poiche il primo membro ¢ un intero positivo
e il secondo membro € un numero minore di uno. O
5. Convergenza assoluta
Consideriamo le due serie
+o00 +o00
> an ) lal
n=1 n=1
Si ha
[ ]
+oo
Z lap| converge — Zan converge
n=1 n=1

+o0 +oo
Zan converge ‘= Z\anl converge

n=1 n=1
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Per avere due serie differenti nel carattere, la serie Zj{g an, dovra contenere
un numero infinito di cambi di segno. Una serie prototipo di questo tipo &
—+o00 1
§ : (_1)n+17

n
n=1

PROPOSIZIONE 16. La serie
“+o00

Sy

n=1

e convergente.

OSSERVAZIONE 6. Per questa serie

—+o00 1 “+o00 1
Z( o+t 1yt = Z i
n=1 n=1 n
DIMOSTRAZIONE. Infatti indicato con
n
1
— -1 k+1 -~
Sn Z( ) k
k=1
si ha
2n+2 1
- ) =
Stz = Y (—1) ?
k=1
2n
1 1 1
_1 k+17 _1 2n+1 _1 2n+2 —
kzl( ) k:+( ) 2n+1 (=1) 2n 4+ 2
1 L+ 1
Sop — .
o4+l 2n+2
In forza di
1 n 1 <0
n+1 2n+2 -7
si evince

Son > Sont2, Vn € N.

Cio mostra che la ridotta di ordine pari € monotona decrescente ed ¢ infe-
riormente limitata da sy = % Esiste il limite per n — 400

lim so, =5,

n—-4o00
Si ha
2n+1 1
Soan+3 = Z (—1)k+1% =
k=1
2n+1
1 1 1
-1 k’-i-li -1 2n+2 -1 2n+3 —
z_:( ) k+( ) 2n+ 2 ( ) 2n+3
n 1 1
S — .
T on 2 243
In forza di

1 1
— >0
2n+2 2n+3
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si evince
Son+1 < S2p43, Vn € N,
Inoltre

< <
Ml =2

Cio mostra che la ridotta di ordine dispari € monotona crescente ed e
superiormente limitata da so = % Esiste il limite per n — 400

Sn+1 = S2n —

lim sopy1 = Sy,
n—-+o0o

e risulta, passando al limite per n — 400
1
2n+1

Essendo ), il limite delle somme parziali pari, per la definizione di limite
Vedm (pari) tale che |s, —Sp| < € Vn > m, n pari. Essendo Sy il limite delle
somme parziali dispari, per la definizione di limite Ve 35 (dispari) tale che
|sp, —Sql < €Vn > j, n dispari. Sappiamo S, = Sy, percio prendendo
h = max{m, j} la disuguaglianza |s,, — S| < € vale per ogni per ogni n € N
tale che n > h, quindi

Sp = Sq, perche s, 11 = s2,

lim s, =S5
7’L—>+OO n )

e la serie converge. O

Vale il Criterio di Leibniz

TEOREMA 5.1. Per ogni n € N, sia a, positivo, decrescente e infi-
nitesimo. Allora la serie Y25 (—1)""'a, converge a S. In piu vale la
stima

Sy — S| < |ant1]

6. Esercizi

EsErcizio 6.1. Fare la dimostrazione precedente nel caso pit generale,
assumendo a, positivo, decrescente e infinitesimo.

ESERCIZIO 6.2. Data la serie Y > | ap.
(i) Definire la successione delle ridotte N -sime.
(ii) Dare la definizione di convergenza assoluta della serie.
(iii) Fare un esempio di serie convergente, ma non assolutamente con-
vergente






CAPITOLO 9

I numeri complessi

1. L’unita immaginaria: il numero ¢

Non tutte le equazioni ap+aix+asx®+---+apz™ = 0conag, ay,...an €
Z hanno una soluzione nell’insieme dei numeri reali. Estendiamo i numeri
reali affinche equazioni polinomiali ag +a1x +agz® +- - - +a,z™ = 0 abbiamo
almeno una soluzione nell’estensione di R che indichiamo con C (chiusura
algebrica di R). In particolare I’equazione 22 + 1 = 0 non ha soluzioni rin
R. Definiamo I'unitd immaginaria i soluzione dell’equazione 2> +1 = 0. La
proprieta del numero i & data dalla relazione

%= —1.

2. Forma algebrica dei numeri complessi

Un numero complesso z € C corrisponde ad una coppia ordinata di
numeri reali (z,y). Definiamo forma algebrica di un numero complesso z
z=x+ 1.
x e y sono rispettivamente la parte reale e il coefficiente dell’unita immagi-
naria immaginaria, e vengono scritti tramite la notazione
=Rz y =Sz

La forma algebrica si presta facilmente all’operazione di somma .
Dati due numeri complessi z = x + iy e w = u + v
I'operazione di somma C x C — C si definisce al seguente modo

(z,w) = z4+w=(z+u)+i(y +v)
Ricordiamo che
z=0 < (x,y) =(0,0).

Nell’operazione di prodottoC x C — C si opera algebricamente sapendo che
2
1© = —1.

z-w = (xu—yv) + i(yu + zv)
Molto spesso si omette il simbolo - usando piu praticamente zw.
L’opposto —z e dato da
—z=—x—1y,
mentre il reciproco
o in _iin/Lyz 20 (z,y) # (0,0).

I numeri complessi si possono identificare con i punti del piano reale
ed e particolarmente importante la simmetria rispetto all’asse delle ascisse

z

57
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espressa dall’operazione di coniugio C' — C. Dato z = x + iy il conuigato di
z e il numero complesso
zZ=x—1y.

L’operazione di coniugio € una funzione complessa di variabile complessa
che vediamo. Studiamone le proprieta.

Dato z e w € C, z+ w ¢ un numero complesso, a cui possiamo applicare
I’'operazione di coniugio. Il risultato non cambia se consideriamo z e ne
facciamo il coniugato, consideriamo w e ne facciamo il coniugato, e poi
sommiamo i due. In simboli

[ ]
ztw=z+w
Dato z e w € C zw & un numero complesso, a cui possiamo applicare
I'operazione di coniugio. Il risultato non cambia se consideriamo ze
ne facciamo il coniugato, consideriamo w e ne facciamo il coniugato,
e poi moltiplichiamo i due. In simboli

Z W =2 W
Inoltre se operiamo due volte 'operazione di coniugio otteniamo il
numero di partenza.

Z=1z
Ha interesse considerare il prodotto di z per il suo coniugatoz. Mentre

il prodotto di z con se stesso produce un nuovo numero complesso z2 il
prodotto di di z per il suo coniugatoz fornisce un numero reale.

(1) 2z = (x4 iy)(z —iy) = 2° + ¢ = |z

essendo

12| = Va2 + 32 = V(R2)2 + (S2)2 modulo di .
Notiamo che |z| =0 <= 2z =0. Per z # 0 si ha
z . .z
2 =1 er cul 2 =
27 g 2P
da cui si ottiene la formula del reciproco.
Valgono le relazioni
Z+z Z—Z
Rz = Sz =
2 2
2.1. Forma trigonometrica dei numeri complessi. La rappresen-
tazione nel piano dei numeri complessi permette una rappresentazione me-
diante coordinate polari forma trigonometrica di z. La forma trigonometrica
e particolarmente utile nelle operazioni di prodotto e radice.

= 0
TEPCSO R p >0, 6 € 0,21)
y = psinf,
Dato z = x + iy si ha
z = p(cos@ + isinh)

dove p = |z| = /22 + 942 = /(R2)2 + (S2)2 e 0 = arg 2.
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L’argomento 6 ¢ individuato a meno di multipli interi di 27. Si ha quindi
un insieme 6 + 2km k € Z. Osserviamo che se p = 0 (cioe z = 0) arg z resta
indeterminato. Partendo dalla condizione z1 — 29 = 0 si ha

21 = 29 < §R21 = %2:2 %Zl = %ZQ,
conseguentemente

21 = 29 <= |z1| = |22| arg z; = arg 29 + 2k7

3. Argomento principale

Puo essere conveniente fissare un argomento. L’ argomento principale., Arg
z, ¢ fissato in modo che risulti

—T< Argz<nm

(sign(y))3. = =0,

arctan ¥ x > 0, ossia Qe (-2, %
Arg z = z (=3 2‘)
7 + arctan ¥ z<0,y>0, ossia 0 e (5,
—7 + arctan £ x<0,y<0, ossia 0e(—m,—5)

Infatti Arg z = 0: Arg z ¢ 'unica soluzione in (, 7| del sistema

cosf = 22
/x2+y2
sinf = —-Z —nT<0<7

(1) Se x = 0 allora si ha il sistema

cosf@ =0
sin@zﬁ —nt<0<n7

la cui unica soluzione del sistema sopra descritto e

) s
0 = (sign(y)) .
(2) Nel caso
x #0,
si ha il sistema
_ X
cosf = T
. — Yy o <
sin 6 T T<0<m
ossia 'unione dei tre sistemi
tanf = ¥ tanf = £ tanf = £
x>0 z <0, y>0 z <0, y <0
-5 <0<3 5<0<m T <0< -5

Esercizio precedentemente risolto (vedi funzioni trigonometriche)..
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4. Prodotto
Prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica
z=r(cosf+isinf) r=|z|] 0= arg=z
w=p(cosp+ising) p=lz|] = argw
z-w = rp[(cos B cos p — sin O sin ) + i(sin O cos ¢ + sin p cos )]
= rplcos(d 4 @) + isin(6 + )]
naturalmente
z-w = |z - w|[cos(arg (z - w)) + isin(arg (z - w))]
Per cui
|z - w| = |z| - |w] arg (z-w) = arg z+ arg w.
EsErcizio 4.1. Utilizzando il principio di induzione dimostrare

2" = |z|"(cosn arg z+isinn arg z), n € N

5. Forma esponenziale di un numero complesso

Notiamo che la funzione f(0) = cosf + isin@ verifica f(0) - f(¢) =
f(0 + ¢) Tale proprieta ¢ tipica dell’esponenziale. Poniamo

¢ = cos + isinf
e la scrittura
z = |z]et? ( esponenziale complessa).
Notiamo che [e??| = 1,infatti || = cos?6 + sin?0 = 1. Osserviamo che

poiché
arg (z-w) = arg z + arg w.
Definizione di esponenziale in C.

e* = "W = e%e" = e"(cosy + isiny)

le*] = e” arg e* =y + 2km kelZ
Osserviamo che moltiplicare z per e equivale a far effettuare a z una
rotazione di .

6. Formule di Eulero

e = cosf +isinf
e = cosf —isind e 0 = ¢t
619 + 6—19
cos = ———
2
) 619 _ 6729
sinf = -
21
Da cuisinz e cosz in C
. elZ _ e*’LZ €ZZ + 6712
sing = ———— cosz = ——

24
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Dalla formula

e = cosf +isinf

abbiamo per § = 7 | €™ + 1 = 0, | nota come l'identita di Eulero.

7. Radici n—sime di un numero complesso
OSSERVAZIONE 7.
z=w <= Rz=%Rw, z=Sw
oppure
z=w <= |z|=|w| argz=argw+2kn, k€Z

Diciamo w radice n—sima di z se e solo se w"™ = z.
Supponiamo z # 0, allora

w = |w|e’? z = |z|e?
w" = |w|nein<p — |Z‘6i0
quindi
|w|™ =1|z| ne=0+2knr ossia
lwl = /12|
en=2+E0n} kez

al variare di k le radici n—sime mon sono infinite; vi sono solo n radici distinte
infatti

Sl

k
Pk+pn = + E (271‘) + 27Tp

coincide (modulo 27) con ¢y

0 0 27 0 47
Yo = — p1r=—+— p2=— + —
n n n n n
0 n—1
Spnfl—*‘i‘ (27T)
n n

{z'/"} n-radici n—sime di z:

. 0 + 2kn
wrl = V2l arg wp = ———

k=0,1,2,....,n—1
z = |z|e?

Dando a k i valori interi consecutivi si hanno gli argomenti:

0 0 27 0 47 0 n—1
¢0:ﬁ (bl:*—i_ia ¢2:*+77"’7 ¢n—1:+< )271-7

n n n n n n

e poi i valori si ripetono.
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8. La formula del Binomio e la Formula di Eulero

La formula di Eulero: per z € R, ¢ unitd immaginaria > = —1.
eiw + e—ix
cosx = ————
2

Ricordiamo la
Formula di triplicazione

cos 3z + isin3z = ()% = (cosz +isinz)® =
= cos® & — isin® x 4 3i cos? zsinz — 3sin? z cos .
Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

32 —3sin®zcosz

cos 3T = cos
sin3x = —sin® z + 3 cos® rsinx
Pil1 in generale si ha

PROPOSIZIONE 17. S7 ha

n

n n—k)w . e

cosnmzz<k> cos(2)coskxsm” ko, n €N
k=0

DIMOSTRAZIONE.

einz + efin:p (em:)n + (efix)n
COSR$:<2>:< B )Z

(cosz 4 isinx)"™ 4 (cosx —isinx)"
2
- (n> cos® x(isin )" + cos® z(—isinx)"
0

—k

2

oyl

cosk xsin®F g =

n\ (i\—F 4 (—jn—k
M()() e

n % n—k 5 \n—k
> n> 2t cos® zsin"F z =
k=

k 2
0
n i(n—k)mw —i(n—k)w
n\ (e” 2 ez
Z ( )+ ) cos® xsin"F x =
k 2
k=0
n
n —k
cos (n ) cosk zsin"F z
k 2
k=0
O
Esercizio 8.1. Dalla formula di Eulero, x € R, i unita immaginaria
=—1.
eix o efix
sing = ———
2 ’

ricavare che

n

. ny . (n—k)m e

smnx:E (k>sm(2)coskxsm" o, n €N
k=0
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ESERCIZIO 8.2. Dimostrare per induzione per 6 # 2k, keZ
et — 1 esin(n 4 1)6/2
e —1 sin /2

DIMOSTRAZIONE. . Calcoliamo per n =1

et —1 sin /2

260

e’ —1 0

= e’ +1

. in .
619/2% = 2¢"/2 cos0/2 = 2cos? 0/2 + 2icos0/2sin /2 =

cos?0/2 +sin?0/2 + cos? /2 — sin® 0/2 + 2icos 0/2sin /2 = ¥ + 1
Supponiamo

e —1 sin /2

e dimostriamo '
eitn ) _ 1 4ind)/2 sin(n +1)6/2 _

e —1 sin6/2
Calcoliamo 4 ' '
ez(n+1)9 -1 ez(n+1)9 -1 em@ -1
ez‘@_l = ein@_l ez‘@_l =
eln+1)0 _ 16_2-9/262-”9/2 sinnf/2 _
eint — 1 sin 6/2
nb/2 _ —inB/2 —ind/2
sinnf/2 = € 2; =5 5 (e —1)

Dal calcolo deduciamo che

. —in6/2 ind
et — _ o 0/24in0/2 o (e - 1)
eind — 1 sinf/2

et —i(n+1)6/2

sinf/2 2i
inf
m Sln(n =+ 1)0/2

(ez’(n+1)0 _ 1) _

O

ESERCIZIO 8.3. Dimostrare per 0 # 2kw, k € Z e utilizzando [’esercizio

precedente che
n
Z 2 zeC
k=0

puo essere limitato con una costante che non dipende da n.

DIMOSTRAZIONE.
z":Zk _|eitme 1| Jno/pS(n+1)0/2] 1
— e —1 sinf/2 ~ |sin6/2]
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9. Principio di identita dei polinomi

Dati i due polinomi

ni

n2
Sat Yot
k=0

k=0

possiamo sempre scrivere i polinomi come

m m
E akzk g bkzk,
k=0 k=0

con m maggiore o uguale al grado di entrambi i polinomi. Il polinomio nullo
dato dal polinomio che ha tutti i coefficienti nulli. Due polinomi di uguale
grado sono uguali se i coefficienti sono uguali. Vale il teorema fondamentale
dell’algebra

TEOREMA 9.1. Ogni polinomio di grado > 0 ha almeno una radice in C.

Applicando ripetutamente questo teorema possiamo scomporre il poli-
nomio in fattori di primo grado. Dato

ni
Py(z) = Zakzk,
k=0

allora
Py(z)=an(z—21)(z— 22) ... (2 — a)
10. Esercizi
Esercizio 10.1. Calcolare le radici n-sime dell’unita immaginaria

Esercizio 10.2. Calcolare le tre radici cubiche del numero complesso
z =4.

r. Calcoliamo il modulo e ’argomento:

p=4,
6 =0.
Risulta
1
21 :457
2 2 1 3
Z9 = 4%(COS§ —i—z‘sing) =-3 —i—i\g,
4 4 1 3
23 = 4%(COS§ —i—z‘sing) =-3 —i\g.

ESERCIZIO 10.3. Dato z = 1 + i, calcolare z'°.

EsiErcizio 10.4. Dimostrare

N _ 2miz(N+1)
2minx 1 € . .
E e = k € Z, x reale e irrazionale
1— e27rzz
n=0
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DIMOSTRAZIONE.
N N 2mix(IN+1
Ze%zm_z(e%m)n_ 1—e ( )
- - 1 — e2miz
n=0 n=0

Osserviamo che
k=1 VkeZ
quindi
e = €z+27r7,”
ossia la funzione e* ¢ periodica di periodo 27i.
Osserviamo che per z € C
|| # 22

il primo & un numero reale dato da R(2)? + $(2)?, mentre il secondo & un
numero complesso

(R(2) +iS(2))(R(2) +iS(2)) = R(2)* — 3(2)* + 2iR(2)X(2)



