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1 Forma algebrica dei numeri complessi

Un numero complesso z corrisponde ad una coppia ordinata di numeri reali (z,y). La
forma algebrica di un numero complesso z consiste nell’espressione

z=x4iy i=+—-1 (i*=-1)
I numeri reali x e y sono detti rispettivamente parte reale e coefficiente dell’immaginario
di z
z= Rez y= Im =z
Se w € un altro numero complesso cioe
W= U+
le operazioni di somma e prodotto fra z e u si definiscono come

z+w=(x+u)+i(y+v)

z-w = (zu—yv) +i(yu + zv) .

Nella somma si sommano separatamente parte reale e coefficienti dell’immaginario
mentre nel prodotto si opera simbolicamente tenendo conto che

i =-1

In particolare 'opposto —z ed il reciproco 2! (z # 0) di un numero complesso sono

_ . -1 _ X . )
k=T =y, z _$2+y2 —2x2+y2,z750(:c,y)75(0,0).

I numeri complessi si possono identificare con i punti del piano reale ed & particolar-
mente importante la simmetria rispetto all’asse delle ascisse

z=x4+1y —-zZ=x—1y

che prende il nome di coniugio.



Il coniugio € una funzione complessa di variabile complessa che conserva le operazioni
di somma e prodotto e se applicato due volte consecutive, torna al valore z di partenza

cioe
Zt+w=7Z+w
Z-wW=Z W
zZ=2z
Consideriamo il seguente prodotto
2Z = (x +iy)(z —iy) = 22 + y* = |2]? (1)

essendo

|z] = \/x2 +y? = \/(Re 2)?2 4+ (Im 2)? modulo di z
la distanza nel piano xy del punto (z,y) da 0.
Notiamo che

o] =0 s g

Ora per z # 0 si ha dalla (1)

z , 4,z
ZW =1 per cui zT = W

da cui la formula del reciproco.
I numeri complessi, diversamente da quelli reali, non sono un campo ordinabile e

conseguentemente non hanno significato le diseguaglianze fra essi.
Ha invece senso parlare di diseguaglianze fra i moduli ed in particolare si ha

Proposition 1
a) |z-w| = [z - |wl

b) |z +w| < |z| + |w| disuguaglianza triangolare

2wl = 2| Jw| & |z wl? = |2 - wl?
z-wl=z w-ZTW=2-w-Z-W=2-Z-w-W=|z|*|w]?
alla dimostrazione di b) premettiamo le diseguaglianze
|IRe z| < |z] <|Re z| + [Im z|

IIm z| < |z|] <|Re z| + |Im z|



[ovvie essendo |z] = v/[Re 2|2 + [Im z|?] e le relazioni

z2—Z
24

Rezziz;z Im z =

[ovvie essendo z =x +iyeZ=x —iy z=Rez y=1Im 2]
Notiamo infine che
[z = |2]

Ora
2w = (z+w)(zFw) = (z+w)(zZ+w) =

= |2|* + 2Re (wZ) + |w|* < |2)? + 2wz| + |w|? =
= |2+ 2lw] [2] + |w]* = (|2] + w])?

Forma trigonometrica dei numeri complessi

La rappresentazione nel piano dei numeri complessi permette la loro rappresentazione
mediante coordinate polari che prende il nome di forma trigonometrica

p=lzl = VT T = /(Re 2 + (Tm 27

0= arg z
x = pcosf
y = psinf

Se p =0 (cioe z = 0) arg z resta indeterminato.
L’argomento 6 ¢ individuato a meno di multipli interi di 27 (6 4 2kw k € Z).
Puo essere conveniente fissare un argomento ad esempio

—rT< Argz<m

che suole chiamarsi argomento principale.
Uguaglianze fra numeri complessi

= Re z1 = Re 29
L== Im z1 = Im ~;
21 =29 & [21] = ||
arg z; = arg zo + 2kw

Prodotto di due numeri complessi in forma trigonometrica
z=r(cosf +isinf) r=|z| 6= argz

w=p(cosp+ising) p=lz| p= argw
z - w = rp|(cosf cos p — sinfsin @) + i(sin O cos ¢ + sin ¢ cos §)]

= rplcos(0 + ¢) + ésin(0 + )]



naturalmente
2w = |z - wllcos(arg (= - w)) + isin(arg (= - w))

Per cui
|z w| = |z| - |w] arg (z-w) = arg z+ argw

Notiamo che la funzione
f(6) =cosf +isind

¢ tale che
fO) - f(p) = f(0+¢)

il che giustifica la posizione (che dimostreremo in seguito)

e = cosf +isinf

e la scrittura
z = |z|et? (esponenziale complessa)

Notiamo che |¢?| = 1 (infatti e = cos§ + isin6) inoltre poiché
arg (z-w) = arg z+ argw

Moltiplicare z per e’ equivale a far effettuare a z una rotazione di ¢
Definizione di esponenziale in C

eF = "W = e%e"W = ¢%(cosy + isiny)

z

| e =e”(cosy + isiny)]

le”| = e” arg e° =y + 2km kez

Formule di Eulero

e = cosO +isind
e = cosf —isin® e 0 = ¢t
eif 4 =it
cosl) = ———
2
6 —i6
. —e
sinf = .
21
Definizione di sinz € cosz in C
) eiz o e—iz eiz + e—iz
sing = ——— coSg = ————
21 2



Radici

Osservazione:

o w {Rez: Rew {|z|:|w]
Imz= Imw arg z = arg w + 2km

Uguaglianza di due numeri complessi k € Z

Radici n—sime di un numero complesso
w radice n—sima di z se e solo se w"™ = z supponiamo z # 0

w = |w|e’? z = |z|et?
w” = |w’neingo — |Z’€i9

{ w|™ = |z| ossia 4 1wl = V7] ke
ny =0 + 2km cpn:Q—F%(QW)

n

quindi

al variare di k le radici n—sime non sono infinite; vi sono solo n radici distinte infatti

0 k
Pk+pn = E + E (277) + 27p
coincide (modulo 27) con ¢y
0 0 27 0 Arm
Yo = — pr=—+— p2=—+—

n noon non

0 n-1
Yn-1=— + (2m)

n n

{27} n-radici n-sime di z:

N 0 + 2km
lwi| = /2] arg wy = -

k=0,1,2,...,n—1
z = |z|e?

Dando a k i valori interi consecutivi si hanno gli argomenti:

0 0 2 0 Ar 0 n—1

Geometricamente: le radici n—esime di un numero complesso si dispongono, a partire
dall’angolo %, sulla circonferenza di raggio {/]z| e centro l'origine ai vertici di un poligono
regolare di n lati inserito nella circonferenza.

La costruzione geometrica ¢ equivalente alla () infatti nel passare da una radice alla
successiva si compie un passo pari a 1/n dell’angolo giro.

Dopo n passi si ritorna nella posizione di partenza.






