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CAPITOLO 1

Introduzione
Ricordiamo
(o0} "L‘n
- " .
e—zn! per ogni x € R
n=0
z?2 2t af :
cosx:1—§+ﬁ—a+--- per ogni x € R
) x> 2 2 )
smx:a:—?—ky—ﬁ—i-"- per ogni x € R

La formula di Eulero ¢ una formula nel campo dell’analisi complessa che
connette le funzioni trigonometriche e la funzione esponenziale complessa.
Per z € C ) ;
=1ttty
2 3!
Sia e la base dei logaritmi naturali, i 'unitd immaginaria e seno e coseno le
funzioni trigonometriche.

e'¥ =cosx +isinx
Sostituendo z con iz si ottiene, riordinando la serie (giustificato per la
convergenza assoluta):

(@2 () (@) (@) (@) (@) (i)
2! 3! 4l 5! 6! 7! 8!
1,2 i:L’B 4 ;) 6

T T T T TR

1'2 .’E4 136 ZL’S . I3 £U5 .’137
=l -t i -

e =1+ir+

2041 6! 8!
= cos(x) + isin(z)
La formula di Eulero fornisce 'identita di Eulero, che mette in relazione tra
loro e, i, m, 1 e O:

e +1=0.
Valgono
iT —iT
cosT = % = cosh(ix),
T —iT
— 1
sinx = % = —sinh(iz) = —isinh(iz).
i i

5



6 CHAPTER 1. INTRODUZIONE

Ricordiamo
x —X x —X
. e’ —e e’ +e
sinh(z) = cosh(z) = ———
2 2
Osserviamo le diversita tra la funzione esponenziale ad esponente reale
x e la funzione esponenziale ad esponente immaginario ix

e la funzione e* assume valori reali, ¢ strettamente crescente e quindi
iniettiva, infinitesima per x — —o0 e tende a +00 per x — +oo.

e la funzione e assume valori complessi, ¢ limitata, & periodica,
dunque non & iniettiva.



CAPITOLO 2

Richiami sui numeri complessi.

1. La forma algebrica di un numero complesso.

La forma algebrica di un numero complesso z consiste nell’espressione
z=x+iy i=+v-1 (i*=-1)

I numeri reali x e y sono detti rispettivamente parte reale e coefficiente
dell'immaginario di z

x= Rez y= Imz
Se w & un altro numero complesso cioe
w=u-+1v
le operazioni di somma e prodotto fra z e w si definiscono come
z+w=(v+u)+i(y+v)
z-w = (zu—yv) +i(yu + zv) .

Nella somma, si sommano separatamente parte reale e coefficienti dell’im-
maginario mentre nel prodotto si opera simbolicamente tenendo conto che

i =-1

In particolare 1'opposto —z ed il reciproco 27! (z # 0) di un numero
complesso sono
. -1 T .Y
—z=—x—1y, z = —1 ,2# 0 (x, 0,0
y o i 2 A0 () £ (0.0)
I numeri complessi si possono identificare con i punti del piano reale ed
¢ particolarmente importante la simmetria rispetto all’asse delle ascisse

=T 4y S Z=T— 1y

che prende il nome di coniugio.
Il coniugio € una funzione complessa di variabile complessa e se applicato
due volte consecutive, torna al valore z di partenza cioe

|
I
N

Vale

z+ +w

Z-W=2ZzZ W

I
Y

Consideriamo il seguente prodotto
(1) 2z = (v +iy)(z —iy) = 2° +y° = [z

essendo

|z| = \/xQ +9y2 = \/(Re 2)?2 4+ (Im 2)? modulo di z

7



8 CHAPTER 2. RICHIAMI SUI NUMERI COMPLESSI.

la distanza nel piano xy del punto (z,y) da 0.
Notiamo che
f oo .
Ora per z # 0 si ha dalla

z , .z
z—s =1 per cui 2=
] 2|
da cui la formula del reciproco.

I numeri complessi, diversamente da quelli reali, non sono un campo
ordinabile e conseguentemente non hanno significato le diseguaglianze fra
essi.

Ha invece senso parlare di diseguaglianze fra i moduli ed in particolare
si ha

a): |z-wl = |z] - |w]
b): |z + w| < |z| 4+ |w| diseguaglianza triangolare

La dimostrazione di a) ¢ immediata, infatti:

2wl = |2 |w] & |z w]* = |2 Jw]®

|Z-w‘2:Z.w.z.w:Z.w.z.wzz,z,w_w: |z[2|w]2
alla dimostrazione di b) premettiamo la diseguaglianza
[Re 2| < 4

Dimostrare le proprieta

a): [z w| = [z |w]
b): |z + w| < |z| 4+ |w| diseguaglianza triangolare

z=zT+1y w=u-+1v
z-w = (zu—yv) +i(yu + zv) .
wz = (xu + yv) + i(—yu + zv)
2w = (zu + yv) + i(yu — zv)
wZz 4 2w = 2(xu + yv) = 2Re (wZ)
Calcoliamo
o+ wf = (2 + W) EF W) = (2 4+ w)(F + W) =
= |#f? + 2Re (w3) + |wl? < |2[2 + 23] + [w]? =

= |2 + 20w |2] + [w]* = (2] + [w])®
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2. La forma trigonometrica ed esponenziale

Ricordiamo per t reale

t

e =cost+isint

Abbiamo ‘
e* = "t = e*(cosy + isiny)
sercizio. Calcolare il modulo di f(z) = e*.
1) E izio. Calcolare il modulo di z
|e*| = |e*(cosy + isiny)| = ||| cosy + isiny| = e
sercizio. Calcolare il modulo di f(z) = e® .
2) E izio. Calcolare il modulo di e
|eez| _ |€eﬂc(cosy+isiny)| _ ‘eew cosyeieﬂc siny’ —
e
Per quanto concerne il prodotto di numeri complessi risulta utile ricordare

la rappresentazione

e’ cosy ‘ eiez sin y’ _ €ez cosy

z =r(cos +isinf) = re',
ove r = |z| e f é 'argomento di z.
ove

r =%+ y?

y
arctan =, x>0,

0 =
arctan ¥ +m,  x <O0.

Con questa rappresentazione il prodotto di due numeri complessi

21 = rlewl, 29 = o2

assume la forma

1(01 +92)

0 rget® = rirge .

2129 =11€"

In particolare se
z=re?,

allora z™ assume la forma

. rnezne

Nulla cambia se a 6 si sostituisce 8 + 2km k € Z: vuol dire che 'ar-
gomento di z €& determinato a meno di un multiplo intero qualsiasi di 2.
Due numeri complessi espressi in forma trigonometrica sono uguali se e solo
se hanno moduli uguali e argomenti uguali, a meno di un multiplo intero
qualsiasi di 27r. L’argomento principale si ottiene prendendo 6 € (—m, 7]

Esercizio. Verificare I’argomento principale
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(1) Esercizio.

Calcolare (1 + 4)%. Il numero complesso 1 + i ha modulo v/2 e
argomento ¢ = 7%

2% = |2]° = 16

argz® = %8 + 2km = 27w + 2kw

(1+i)® =16
(1) Esercizio. Determinare la forma algebrica del numero complesso
=
z+i  w4ily+1)  x+ily+1)z—i(y—1)
z—i z+ily—1) z+ily—1)z—i(y—1)
2?24+ (y? = 1) —iz(y — 1) +iz(y + 1)
z?+(y— 1)
2+ y2 -1 . 2x
-1 W (-1
Radici

w radice n—sima di z se e solo se w™ = z supponiamo z # 0

w = |w|e’? z = |z|e®

w" = |w|"e™? = |z]e?
quindi
jw]" = |2|
ne =60+ 2krw
ossia
jw| = V12|

> |l

9
on=—+—(271) keZ
n n

Al variare di k le radici n—sime non sono infinite; abbiamo solo n radici
distinte

0 0 2w 0 47
Yo = — P1=— 1t — Y2 =— + —
n n n n n
0 n—1
Pn-1=— + (2m)
n n

{z1/"} n-radici n-sime di z:

N 0+ 2k
wi| = V2l arg wp = ———

k=0,1,2,...,n—1
z = |z|et?

Dando a k i valori interi consecutivi si hanno gli argomenti:
0 0 2 0 A
= —+—, ¢2=—+

6 n—1
) - R ¢n—1:+< )27T
n n n n n

n
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Geometricamente: le radici n—esime di un numero complesso si dispongono,
a partire dall’angolo %, sulla circonferenza di raggio {/|z| e centro l'origine
ai vertici di un poligono regolare di n lati inserito nella circonferenza. Dopo
n passi si ritorna nella posizione di partenza.

Esercizio In C per ogni intero positivo n esistono esattamente n radici
n-esime dell’unita e sono nella forma

r'L = COS % + 7sin @ = e2mik/n
n n
con 0<k<n-—1.
Esse si dispongono nel piano complesso lungo la circonferenza unitaria,
ai vertici di un poligono regolare con n lati che ha un vertice in (1,0).
Calcoliamo le radici quarte di 4 :

4 — 4€i0 —_ 4€2k‘ﬂ'i

2k
o= k=0123
wo, w1, W2, W3 ’wk‘ - %: \/§
arg wg =0, argwlzg
3
arg wg = T arg w3 = 5

Formula di triplicazione. Per x € R

cos 3z +isin 3z = (¢¥)3 = (cosz +isinz)® =

3

= cos® x — isin® x + 3i cos>

xsinz — 3sin? z cos z.

Uguagliando la parte reale e la parte immaginaria dei due numeri

cos(3z) = cos® x — 3sin® z cos x

sin(3z) = —sin® z + 3 cos®

La formula del Binomio e la Formula di Eulero.

Pit in generale per z € R
Si ha

- —k
cos(nz) = E <Z> cos (712)7T cos® zsin" " x, neN
k=0

rsinx

Ricordiamo

COS(TLI') = <einm —;einx> = ((em)n —;(elx)n>

DIMOSTRAZIONE.
) Q1 n i n
cos(nz) = (cosx +isinz)™ + (cosz — isinx) _
2
Zn: <n> cos® x(isinz)"F + cos® x(—isinx)"*
k 2

k=0

cos" zsin™ " =
k 2

"\ ())F 4 (=) Tk
0()() + (=4) k k

k=
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—im

n T\ n—k - \n—k
Z <n> ) tlez) cos® zsin" Fx =

k 2
k=0

i(n—k)mw —i(n—k)w

S ()T

k=0

Per z € C definiamo

eZZ + e*'LZ
cos z = 5
) elz _ iz
sinz = 51
i
eZ _1_672
coshz = 5
. e —e *?
sinhz = 5
Esercizio. Dimostriamo
1 ) i iz efiz
|sin z|? = = |¢"* — ¢7*|? dove sinz = ;
4 21
e =e""Y =¢e"Y(cosx +isinx)
e =e Y = ¢Y(cos — isinx)

€ —e " =(eV —e¥)cosz+i(e Y +e¥)sina =
—2sinhycosz + 2¢coshysinz
e’ — e = 4 | sinh? y cos® x + cosh?y sin? x| = 4(sin® 2 + sinh? y)
N——
1+sinh? y
quindi
12 ain2 Ch2
|sin z|* = sin® x + sinh” y
Definizione. Uno zero di una funzione f(z) ¢ un numero complesso z
tale che f(zg) = 0.
Esercizio. Determinare z tale che sinz =0
x=kr, y=0, keZ

Una funzione di variabile complessa definita in C a valori in C:

z=x 41y
f(2) scrivere 'espressione della funzione complessa nella forma

f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
ove le funzioni di due variabili reali u e v sono, rispettivamente, la parte
reale e la parte immaginaria della funzione complessa
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1 . ,
cosz = 5(6” + e %)

1, . , 1
cosz = i(e”e_y +e eY) = 5((COSSL‘ +isinz)e Y 4 (cosx — isinz)eY)
cos z = cosx coshy — isinzsinhy
Verificare
| cos z|* = cos? z + sinh?y
| cos z|? = (cos x cosh y)? + (sin x sinh y)? =

cos® x cosh? y + sin” zsinh? y

= cos? z cosh? y + (1 — cos® x) sinh? y = cos® z 4 sinh? y

Determinare z tale che cosz =0

z:g%-kﬂr, keZ

Esercizio. Verificare

2

sin2z+cos z=1

Osserviamo che questo NON implica che cosz and sinz hanno modulo
minore o uguale a 1.

| cos z|* = cos? z + sinh? y

Dato z € C\ {0}, esiste unico # con € (—m,7] tale che z = |z]e?’. La
scrittura di z prende il nome di forma polare, 6 viene detto argomento
principale e si indica con Arg(z).

La funzione esponenziale nel piano complesso risulta periodica di periodo
27i.

% — T — €z+i(y+27r) — Ft2mi

Non ¢ iniettiva. Vedremo che ogni numero complesso non nullo ha infiniti
logaritmi Logaritmo complesso. Possiamo dare la definizione di logaritmo di
un numero complesso z = r(cos +isin#). Sia z # 0. In z sono quei numeri
w =z + 1y tali e¥ = z.

Si ricava

e*(cosy +isiny) =r(cosf +isinf) <= v =Inr y=0+2knr, keZ

Pertanto ogni numero complesso non nullo ha infiniti logaritmi

Inz = In|z| +i(arg z + 2km)
Ini = Ini| + i(g + 2k7) = i(g + 2kr)

Logaritmo principale

argz € (—m, 7|, k=0
esempio

In(—2) = In(v2) + i,

(inteso come argomento principale).

Possiamo ora definire z¢ con « reale o complesso.

20— ealnz
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esempio:

g ilni _ i(i(argi+2kT))

_m_
PP =e 3 2km

=e
Tutti i valori sono numeri reali.

Una funzione multivoca & una legge per cui a ogni elemento del dominio
¢ associato due o piu distinti valori. Le funzioni multivoche sono usate
soprattutto in analisi complessa.

Oltre il logaritmo complesso (gia descritto) un esempio di funzione mul-
tivoca & la radice ennesima di una variabile complessa {/z, n € Z, intesa
come inversa della funzione z". Infatti tramite rappresentazione polare

N i0+i2km
V2= g/p- Veltizhr — {pr(e n >, 0<k<n-1.
{/p risulta ben definito, I’argomento tuttavia della funzione radice ennesima:

2
arg(\”/g)ze—i_Tkw, 0<k<n-1

non ¢ chiaramente determinato. Osserviamo che anche se z™ é univocamente
determinato, la sua inversa non e univocamente determinata.
Caso particolare: la radice quadrata di un numero complesso di modulo
pari a1
S1/2 _ gif/24mik g _ 0,1

Si puod operare una scelta per rendere la funzione a valore singolo
Esercizio Calcolare (valore principale)

(1+i)' =

(i + 1)1’ — iln(i+1) _ gi(ln|i+1]+i(arg(i+1)) _ eiln\/i—g _ e—geiln\/i

Esercizio
sin(2z) = 2cos zsin z

[a] Vero E Falso

Esercizio
2™ 1 =0

[a] Vero Falso

z € C, l'esponenziale e* puo essere definito come il limite della succes-
sione:

e = lim (1—}—3)”.
n

n—-+o0o
Per z = x + iy risulta:

o .
Jm =e” (cosy +isiny).

. n
lim @+x+w>
n

La successione in forma trigonometrica si ottiene ponendo:

(1o 25) = [0+
n n n
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R e ’argomento ¢ del termine tra parentesi quadre:

ne 02y ()

y
n

( = arctan 112 = arctan

n
Utilizzando la formula di de Moivre scriviamo:

2 215
(1—|—i)n = [(1+x) + (Q) ] |:COS <n-arctan d ) + 7sin <n-arctan y )] =
n n n n—+x n—+x

= R" [cos (ny) + isin (np)].
Per calcolare il limite del modulo e dell’argomento per n — o0, risulta:

R A )

n+z

n
2

Inoltre:
€T n
lim (1 + 7) =e”,
n—-+4oo n
ed essendo:
2 ny?
n n—+x n—+a 2
y 272 y 2 (%) 2nte)
[1 ; ( ) _ [1 i ( ) ,
n+x n+x
con )
n——+o0 n—+ax
2
lim —Y —q,
risulta:

lim R" =¢".
n—-+4o00o

Per il calcolo del limite dell’argomento:

. o Y _
lim ne = lim (n - arctan > =y
n+x

n—-+oo n—-+oo
Dali risultati ottenuti risulta

lim (1 + 7> =" (cosy +isiny) = e%e¥ = "W = ¢,
n—+400 n






CAPITOLO 3

Le serie di potenze

1. Richiami sulle serie geometriche. Serie di potenze. Intervallo
di convergenza, raggio di convergenza. Esempi.

1.1. La Serie geometrica. Consideriamo serie geometrica di ragione
zeR

oo
1—i—x+x2+--~—|—xn_1—|—'--=zxk
k=0

Ridotta n-sima

sp=1+z+x>4 . 2"}

Se x =1 si ha
sp=14+14---+1=n.

Sia x £ 1. Si ha

1 _ n
l+z+a?+- +a" = °
1—=z
Se |z| < 1 allora lim,_,~ 2™ = 0 e pertanto
. R 1
lim s, = lim = .
n—00 n—oo 1 —x 1—=2x

Se x > 1, poiche lim,_ ., 2" = +0o0 si ha

. .ot =1 1 . . 1
lim s, = lim = - lim 2" — lim = 400
n—00 n—oo r — 1 r—1 n—oo n—oo I — 1

Sia ora x = —1,
_1l=-(=D)"_ [0, n=2p
T T T L, n=2p+1
Pertanto la successione (s,)y non & regolare.
Sia infine x < —1. Possiamo scrivere z = —|z|, e quindi
1= (=)™ _ 1= (=D
S = =
T 1+a L+ [z
1— |z
el n=2
_ ] 1+l P
L+ [~
ST =21
1+ |z

Ne segue che sg, — —00 € sg,_1 — +00 e pertanto Alim,_,« sp

17
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Allora
- —i—olo r>1
Zxk: lim s, = ze(—-1,1)
n—00 1—=x

1.2. Generalizzazione. La Serie geometrica costituisce un caso parti-
colare di serie di potenze

o0
Z an(z — xo)"
n=0

quando a, =1 n=0,1,...... e xg = 0.
In generale i coefficienti a,, costituiscono una successione di numeri reali.
Con una traslazione y = x — x¢ possiamo ricondurci al caso centrato in

0.
Infatti supponiamo di dover studiare I'insieme di convergenza della serie
o
Z(m -1
n=0

Si pone y = x — 1 e si studia
oo
>yt
n=0
che sappiamo essere convergente per |y| < 1.

Y <1l <= |z —1|<]l <= —-1<z2-1<1 <= 0<z<2

Concentriamo la nostra analisi sul ruolo dei coefficienti a,. Osserviamo
di aver incontrato le serie di potenze con nello studio delle serie numeriche
(oltre le serie geometriche). Facciamo alcuni esempi

oo
1
Sl
n
n=1
Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (as-
solutamente) per |z| < 1. Il caso |z| = 1 deve essere studiato separatamente

per x = 1 la serie diverge (serie armonica), per z = —1 la serie conver-
ge (Criterio di Leibniz) pertanto l'insieme dove la serie converge dato da

(—1,1) U {-1}.

1
>
n=1
Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (as-
solutamente) per |z| < 1. |z| = 1 deve essere studiato separatamente per
x = 1 la serie converge, per x = —1 la serie converge (Criterio di Leibniz)

pertanto I'insieme dove la serie converge dato da (—1,1) U {—1,1}.
o0

1

n=1



1. RICHIAMI SULLE SERIE GEOMETRICHE. SERIE DI POTENZE. INTERVALLO DI CONVERGENZA, RAGGIO DI CON

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge
(assolutamente) per ogni x reale.

o0
E nx".
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge solo
per x = 0.

o0
E 3n:l:n
n=1

Per il criterio del rapporto per le serie numeriche la serie converge (assolu-
tamente) per [z| < 3. |z| = § deve essere studiato separatamente per z = %

la serie diverge, per x = —% la serie risulta indeterminata.
Vediamo negli esempi che I'insieme di convergenza risulta un intervallo,
I’analisi nei punti di estremo dell’intervallo varia da caso a caso. Sia zg € R.

S:R—R

la serie di potenze
+00
S(x) =Y ag(z — z0)*
k=1

F Yinsieme di convergenza puntuale della serie, ossia
E :={z e R: S(x) converge }

E#0

r:=sup{|r —zg|: = € E},
In caso di serie centrata nell’origine, I E 'insieme dei punti z in cui la
serie converge e
r=supk

Dimostriamo ora che l'intuizione maturata sulla struttura dell’insieme
di convergenza corrisponde a un risultato matematico.
Proposizione. Se la serie

o
E anxT”
n=0

converge in un punto z; allora converge (assolutamente) in ogni punto z
tale che |z| < |z1].
. . . . o0 n .
Dimostrazione Sappiamo che la serie ) >° jan2] converge. Assumia-
mo x7 # 0. Dalla condizione necessaria di convergenza

3 n
lim apzy =0,
n—+oo

ne segue che esiste IV € N tale che per n > N

lapx| < 1.
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Allora per n > N

n n
jana”| = lana}|| | = lanaf] | -
€Ty I
Quindi tenuto conto che |a,z}| <1
[e.e] oo n
> lma"l< 3 |5
n=N+1 n=nNt11 7

L’ultima serie converge se |z| < |z1].
Criterio di Cauchy
Se esiste il limite (anche +o00)

lim {/|a,| = ¢,

n—-+o0o

allora

Criterio di D’Alembert
Sia a, # 0, per ogni n. Se esiste il limite (anche +00)

. An+1
lim |2t = l,
n—-4oo an,
allora
1
r=—.
4

Se £ = +oo allora r =0, se £ =0 allora r = +o0
Calcolare il raggio di convergenza della serie di potenze

>a(5)

n=0

Risulta

> z\" 1\"

>o(3) -2n(z) -

n=0 3 n=0 3
Calcoliamo

n+1
n—+1 <1)
'(InJrl _( \3 _}(1+l)
an,

Nesegueﬁz%erzS

Ricapitolando: data la serie di potenze, Y .°anz™ determiniamo il
raggio di convergenza r (i criteri non fanno intervenire x). Allora la serie
converge assolutamente per |z| < r, non converge per |z| > r, in generale
non possiamo dire nulla per |z| = 7.

Ricapitolando

Data la serie di potenze si verifica sempre uno dei seguenti casi

e la serie converge per x =0
e la serie converge per ogni x reale
e la serie converge per |z| < r e non converge per |z| > r
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Osservazione sulla convergenza semplice

o~ (D
k
k=1
11 1 1 1 1 1
l— 4o ——F+-——+-——+--=In(2)

2 3 4 5 6 7 8
Riordino (operazione non ammessa perché non abbiamo convergenza asso-
luta)

blocchi

2%k—1 202k—1) 4k
Sommiamo i primi due blocchi
1 1 1

2%k—1 22k—1) 202k—1)

L1t o111

2 4 6 8 10 12 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1
—-1l-=4+=—-4+=-—=-+=-—=—+...)==In(2
U—g+3 - 1t5 gF7 5 ) 3@

Esercizio 1

Determinare il raggio di convergenza delle seguenti serie di potenze:

e n X n
Yyt e am,
n=1 n n=1 n
Determinazione del raggio di convergenze r di una serie di potenze
Data la serie di potenze:
o
Z anpx™.
n=1

e Criterio di Cauchy (o della radice):

Se
lim {/|an,| =¢,  (anche + o)

n—oo
allora r = %. Nel caso ¢ = oo, si har =0.
o Criterio di D’Alambert (o del rapporto):
Se a,, # 0 per ogni n e
an+1
%9

lim
n—oo

=/{, (anche 4 c0)

allora r = %. Nel caso ¢ = oo, si ha r = 0.

Svolgimento esercizio 1.
Consideriamo la prima serie di termine generale

nl

Possiamo applicare uno dei due criteri:

e Criterio della radice;
e Criterio del rapporto.
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e Criterio del rapporto.

Svolgimento:
_qyntl_1
~ i | FE| = dim (-1
= lim —— = lim ——— =1

n—oon + 1 n—00 n(1-|- %)

= 1.

=

Dunque il raggio di convergenza ¢ r =
Svolgimento eserciziol.
Consideriamo la prima serie di termine generale

n

Qp = ﬁ
Possiamo applicare uno dei due criteri:
e Criterio della radice;
e Criterio del rapporto.
Svolgimento:
er e
(= lim {/— = lim — =0.
n—oo nmn n—oo n

Dunque il raggio di convergenza e r = % = oo. Esercizio 2.
Considerata la serie

i sin (%) (1—2x)"

quali delle seguenti affermazioni e esatta?

a) Converge in 0 < z < 2;
b) Converge in —1 < z < 1;
c¢) Converge in 2 < x < 4.

La risposta giusta ¢ a).
La serie puo essere studiata con i seguenti step:

(1) Ponendo y = 1 — x si ottiene la serie di potenze

- 1
: - n
(2) Z sin (n) y".
n=1
(2) Ricordando il limite notevole
lim st =1,
t—0 t

possiamo studiare il raggio di convergenza della serie con il
criterio del rapporto:

: 1 1
n—00 Sil’l( 1) Nn—00 %) n—oon + 1

n
Quindi r = 1.
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(3) Dallo step 2 abbiamo che converge per |y| < 1. Quindi la serie
originale converge per
l1—-z/<1l & —-1<l-2z<1
& —2<-2<0
&S < <2

Esercizio 3.
Considerata la serie

o0
1\ n(n+1)
Z (1 n 7) 22n
n=1 n
quali delle seguenti affermazioni & esatta?

a) Converge in —e < x < ¢;
b) Converge in —e? < z < €?;

: 1 1
c¢) Converge in —7e <T< 75
d) Converge in —/e < z < +/e.

La risposta giusta ¢ c).
La serie puo essere studiata con i seguenti step:

(1) Ponendo y = z? si ottiene la serie di potenze
o0
1y\nnt+l)
n=1
(2) Ricordando il limite notevole

. I\n
lim (1—1——) =e,

n—00 n

1

—

possiamo studiare il raggio di convergenza della serie con
criterio della radice:

n n(n+1) n+1
0= lim (1+1>( — lim <1+1>
n

n—00 n n—oo

) 1 1\»
= lim (1—}—7)(1—%—) =e.
n—00 n n
Quindi r = % Dallo step 2 abbiamo che converge per |y| <
Quindi la serie originale converge per
1 1 1
]xz\:x2<g & ——<r< —.

ve ST Ve

o =

Esercizio 4
Determinare i coefficienti dei primi 3 termini dello sviluppo in serie di
Taylor intorno al punto 0 della funzione

f(z) = sin(In(1 + 2z)).

a) I coefficienti sono 0, 1 e 1;
b) I coefficienti sono 0, 2 e 2;
c¢) I coefficienti sono 0, 2 e —2.
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Ricorda che lo sviluppo di Taylor di una funzione f intorno ad un punto
zo = 0 e dato da:

i £ (x0)

n!

1!
0
(x —x0)" = f(0) + f'(0)x + fQ():B2 +....
n=0
La risposta giusta ¢ c).
Poiche f(0) = 0. Resta solamente determinare la derivata prima e
seconda e poi calcolarle in z = 0.

(1) Dalla regola di derivazione delle funzioni composte si ha

1422 f(0) =2

(2) Dalla regola di Leibnitz (ovvero (fg)' = f'g + fg’) abbiamo

F(x) = —sin(ln(1 + 2x))< )2 + cos(In(1 + 233))( - (1f‘2x)2>

f'(z) = cos(In(1 + 2z))

2
(1+2x)
Dunque
f(0) = —4.
Esercizio 5.
Considerata la serie

i (1 — cos (%)) (z% +2)"

n=1
quali delle seguenti affermazioni ¢ esatta?
a) Non converge mai;
b) Converge in —1 < z < 1;
c¢) Converge in 1 < x < 3.
La risposta giusta ¢ a).

(1) Ponendo y = 2% + 2 si ottiene la serie di potenze

(4) i (1 — COoS (%))y”

(2) Ricordando il limite notevole

. 1—coszx 1
lim — =5
z—0 X 2

possiamo studiare il raggio di convergenza della serie con il
criterio del rapporto:

¢ = lim <1_C08<m)) _ 5 @

1 ~ ala 11
n—oo n—oo
(1= cos () (35)

n?

= e b

Quindi 7 = 1. Dallo step 2 abbiamo che (4] converge se |2%+2| < 1.
Poiche 2% +2 > 2 la precedente disuguaglianza non & mai verificata.

Serie di Potenze ed equazione di Bessel di ordine zero.



1. RICHIAMI SULLE SERIE GEOMETRICHE. SERIE DI POTENZE. INTERVALLO DI CONVERGENZA, RAGGIO DI CON

e Illustriamo il Metodo di Frobenius per illustrare come determinare
la soluzione dell’equazione di Bessel di ordine 0.

e Equazioni differenziali ordinarie del second’ordine lineari omogenee

zy"(x) + ¢ (z) + zy(x) = 0, x>0
Ricordiamo le equazioni di Bessel di ordine n

22y (x) + 2y () + (2* — n?)y(x) =0, x>0
Aggiungiamo la condizione in z = 0, y(0) = 1,

() =—zy’(z) —ay(z), y(0)=0
Ricapitolando vogliamo risolvere

zy"(z) + ' (z) + zy(z) = 0, z >0,
y(0) =1, ¢ (0)=0

Assumiamo che la soluzione sia esprimibile in serie di potenze

oo
y(x) = Z anz".
n=0

Dalla condizione y(0) = 1 si ricava agp = 1. Dunque

o0
y(:z):Zanx”:1+a1:z:+a29:2+a39:3+~-+--':

n=0

oo [oe)
1+ Z anx” =1+ Z am+1xm+1
n=1 m=0

Calcoliamo i singoli termini
oo
zy(x) = Z anz™
n=0

oo
y'(z) = a1 + Z(n + 2)ap ozt

n=0
o oo
V(@) =S4 2+ Daneor” g (@) = D (n+2)(n 4 D™
n=0 n=0
Sostituendo
o0 o0 o0
Z(n +2)(n+ an422™ ™ +ay + Z(n + 2)ap oz + Z anz" ™ =0
n=0 n=0 n=0
Riordinando

o0
a1 + Z (an + (n+ 2)2an+2>x"+1 =0.
n=0

Ricaviamo ag =1, a1 =0.
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1
an + (TL + 2)2an+2 =0 an42 = —man
Per n dispari a, = 0, per n pari alloran =2k k€ N
1
A2(k+1) = —WG%
1 1
a9 = —272010 = —272
11 111 11
U= "™ T ayry T gl
11T 1111 11
Bt T TRl T P (32
A2p+1 = 07
_ n 1 1
agn = (_1> 22n ()2
Otteniamo
o0 o0
11, 1 2%
y(z) = Z(*l)nﬁwx t= Z(*l)n(n!)zﬁ =
n=0 n=0
(o) 2n
1
>0 (3)
n=0 ’
funzione di Bessel di ordine 0.
Esercizio
y'(x) +y(z) =0,
y(0)=1, ¥ (0)=0

(y(z) = cosx).
Assumiamo che la soluzione sia esprimibile in serie di potenze

oo
y(x) = Z anz".
n=0

o0
y(w):Zana:”:a0+a1x+a2x2+a3x3+---+'~:
n=0

Y(2) = 3 (0 +2)(n + Dansaa”
n=0
(n+2)(n+1apy2+ay |2 =0
> )

apg = 1, al = 0
Per n dispari i coefficienti sono nulli per n pari

1
Ap42 = _(

nt2)n+1)"
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- 1
y(@) = Y (1) s
2 @
z?2 ozt af )
cosx:1—§+ﬁ—a+--- per ogni x € R

e Derivazione termine a termine.

Teorema. Sia Y .2 ,a,z" una serie di potenze con raggio di convergenza
r > 0 e con somma

[o@)
f(z) = Zanaf;” x| < 7.
n=0
La serie derivata

o
g na,z" !
n=1

ha lo stesso raggio di convergenza della serie > > anz™ la somma f(x)
risulta derivabile e vale

o
f(z) = Znanx"_l |z <.
n=1

Vediamo un’applicazione del risultato.

1 f
=>» z" lz| <1
1—2 o

1 X
= Z(—l)"w” lz] < 1
1+ =
1 =
Ty~ 2D et el <1

n=1
e Integrazione termine a termine.

Teorema. Sia ).,°,an,z"™ una serie di potenze con raggio di convergenza
r > 0 e con somma

f(z) = Zanx" x| < 7.
n=0
Si ha

xn+1

x 400
/0 f(s)ds_nz;)ann—l—l lz| <7

e Utilizziamo questo risultato.

Ly
= —1)"zn lz| < 1.
5 (
1+ o
Integrando
00 1

x2n+1 ’x‘<:1

arctanx = Z(—l)”

= 2n+1
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1 +oo
= E (=1)"z" lz] <1
x
n=0

0 (_1)n71
In(1 = —a" 1
(1+2x) Z ———a" per lz| <
n=1
Possiamo utilizzare il risultato per integrare per serie alcune funzioni
non integrabili elementarmente. Per a > 0 calcoliamo

+oo
Slnﬂ: @ 1 on
d
/ / 2n+ 1)!33 v

_ Z 1 q2ntl
2n+1)'2n—|—1 )

Introduciamo la funmone degh errori introdotta da Gauss
T +°O
erf(z / Pt = / t2”dx =
f f

2n+1
fz 2n+1)$ '

Serie di potenze Se a € Re |z| < 1

(14+x)*= gf <Q>xj

(a) )1 j=0
j 0[(0(—1)(0&—]2!)...(0(—_]-{-1) jEN

Raggio di convergenza (criterio del rapporto)

ove

lim |(j-?—l)| ~ lim lo — 7 _
j—+o0 |((;)| j—+oo ’]—|— 1|
Osserviamo f/(z) = ala—1)(a—2)...(a —j+ 1)(1 +z)>77
f0)=ala—1)(a—2)...(a —j+1)

1 7=0
oc(a—l)(a—j?!)---(a—ﬁl) jEN

Osserviamo per a = 1/2

1-3-...(2j —3)

(2)(20 —1))(2( —2))...2
2j—3) _ gy (25 —3)!!
=0




1. RICHIAMI SULLE SERIE GEOMETRICHE. SERIE DI POTENZE. INTERVALLO DI CONVERGENZA, RAGGIO DI CON

ove n!! indica
se n dispari il prodotto di tutti i dispari tra 1 e n,
se n pari il prodotto di tutti i pari tra 2 e n.

<a> ﬁa—k+1:a(a—1)-~~(a—j+1)

. = .'
J k=1 & J:

j=2
“+oo .
(25 =)
L+ oa+ Y (177! Ol o |z < 1

=2 J

1 =x/-1

(I+2)72 =1+ ( .2>xf =
=1 N7

sostituiamo —z2 al posto di z

+oo .
2j =Dl 4.
(1 —xz)*% =1+ Z(‘gzj)”)xz] lz| <1

j=1
Integrando per serie
X (25— 1)

arcsinx = x + E —_—
I
= @M+

29 |z < 1

Somme di serie.

+oo 1
arctan x = z:(—l)"mx%”r1 lz| <1
n=0
+oo
m 1
=1 — =Y (-1)"
T n:o( Vot
i (_1)n—1
In(1+x)= Z " per |z] <1
n=1 "
o0
-1 n—1
r=1 ln(2):z( )
n
n=1

Esercizio. Esprimere come un numero razionale 0.17
8
R.E . . . . . . .
Esercizio. Scrivere lo sviluppo in serie di Taylor della funzione In(1—xz)
con x reale —1 <z <1
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Data una funzione f € C*(xg — r,zo + r) la serie

+00 .
> e
n=0 ’

si dice serie di Taylor di f relativa al punto zg.

Se vale .
"(x
fa) =3 I @ gy gl <
n=0

la funzione f si dice sviluppabile in serie di Taylor per z: |z — zg| < 7.
Il seguente esempio mostra che che esistono funzioni f € C°°(—r,r) che
non sono uguali alla serie di Taylor.

Esempio
1
e 22 x#0
€Tr) =
O
La funzione presenta derivate tutte nulle in g = 0 Per z #£ 0
1 1 1 2 1
De 22 = (D(—= =))e 22 = Ze a2
¢ = (D(— ) = e

La serie di Taylor ad essa relativa vale 0 e non coincide con la funzione.

La funzione e estremamente piatta attorno all’origine, e cio perche tutte
le sue derivate sono nulle in 0. Cio non vuol dire che f sia costante vicino a
0, come segue dalla sua definizione.

Ricordiamo
X n
. " .
e—zn! per ogni x € R
n=0
22zt af )
COS$:1_§+7_§+"' per ogni x € R
. B3 5 4T _
81nx:x—§+a—ﬁ+~- per ogni x € R

e La serie di Taylor di una funzione pari contiene solo potenze pari.
e La serie di Taylor di una funzione dispari contiene solo potenze
dispari.
f dispari 0 € domf allora f(0) =0
Ci occupiamo di condizioni di sviluppabilita di una funzione in serie di
Taylor.
Definizione. Sia f derivabile n + 1 volte, il resto dato dalla formula di
Taylor & definito come

r(xzo,n,z) = rp(xg,x) = f(x) — Z / IE:! ) (z — 20)"
k=0

Sappiamo (resto di Peano) che
r(xo,n,x) = o((x — xp)™) x — .
Ci occupiamo di condizioni per cui
r(xzo,n,z) =0 n — 400

Resto Integrale e di Lagrange.
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Deduciamo ora altre espressioni del resto
Teorema. Se f & derivabile n + 1 volte, il resto si puo esprimere

rn(xo, ) = /x ST (z —t)"dt

|
o n:

La dimostrazione del risultato segue il principio di induzione. Per n =0
il risultato segue da

F(x) — flxo) = / " Pt

Assumiamo vera l'affermazione al passo n — 1. Il resto al passo n — 1 si
esprime

Si ha
o= [ L gy [ SO T

S Gl N U=

_ (ZC - xO)nfn($O) + ’ fn+1(t) (.%' — t)n

n! 20 n!

In conclusione

r(xo,m—1,2) = f(x) —

@=20)" ) 1 JNERCE=

e quindi

o

Dalla formula del resto integrale si deduce la formula del resto di La-

grange. Teorema. Se f ¢ derivabile n+ 1 volte in un intervallo I e z, x¢ sono
punti di I, esiste un punto £ compreso tra x e xg tale che

n (.f — T )n+1
(20, 7) = f +1(5)T01)!,
Dimostrazione.
) = [ =

|
o n:
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Assumiamo z > z¢. In [z, z] applichiamo il teorema della media integrale
m < [Tt < M,

essendo

m = min f"T(t) M = max f"T1(¢).
[:E(),.’E] [270,27]

Abbiamo

x — o)L z x—t)" T —z
m( (n—i_Oi)! S/x fn+1(t)( n!t) dtSM( (n+01)!

)n+1

0

Ossia
)nJrl

Dal teorema dei valori intermedi applicato a f**1, si ha che esiste & per cui

=[] [t

da cui la tesi.
Se la funzione f & derivabile infinite volte in un intervallo (a,b) e se
esistono due numeri reali L e M tali che

|F™ ()| < ML™  Va € (a,b) Vn,

allora per ogni z¢ € (a,b) la funzione ¢ sviluppabile in serie di Taylor centrata
in xg.
Esempio.
f(x) =sinz f(z)=cosz
f™(z)]<1 VzeR Vn

Se I & un intervallo aperto. Allora f : I — Rsi dice analitica in T se per
ogni xg € I AR > 0 tale che

(a) (xo — R,z0+ R) C I,

(b) f & somma di una serie di potenze in (xg — R, o + R)

Tutti i polinomi sono funzioni analitiche. Per un polinomio, I’espansione
in serie di potenze contiene solo un numero finito di termini non nulli.

Una funzione e analitica se e solo se, preso comunque un punto appar-
tenente al dominio della funzione, esiste un suo intorno in cui la funzione
coincide col suo sviluppo in serie di Taylor.

Esempi: €%, sinzx, cosz.

L’insieme di tutte le funzioni analitiche in I si indica C¥(I).

Si definiscono le funzioni analitiche reali e le funzioni analitiche comples-
se: risultano simili in alcuni aspetti e differenti in altri.

feC’I)=feC®) sef:ICR—=R.
La situazione e diversa nel caso delle funzioni analitiche complesse.
Sia z € C. Ripartendo dalla serie geometrica e ricordando che

2] = V(R2)? + (32)?

il modulo di z. Abbiamo che la serie

oo
> "
n=0
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converge se |z| < 1. Nel piano complesso (Rz, z) Uinsieme +/(R2)? + (Jz)? <
1 individua il cerchio di centro 0 e raggio 1 privato della circonferenza.
Il raggio di convergenza (in questo caso si ha perfetta corrispondenza con
I'immagine grafica) risulta 1.

2. Successioni di numeri complessi

Successioni.

Successione ¢, n € N di numeri complessi: applicazione di N in C. La
successione {c,}, n € N ha limite ¢ € C se per ogni € > 0 esiste un numero
ne € N tale che per ogni n > n, si ha |¢, —¢| <e.

Si scrive

lim ¢, =c
n—-+0o0o

Vale (a)

lim ¢, =c¢c < lim ¢, —¢|=0
n—+oo n—+oo

(b)
limy, 5 400 R(cp) = R(c)

limy, 400 S(en) = S(c)

lim ¢, =c¢c < {
n—-+o0o

(b) Per le proprieta della norma su C:
abbiamo
max{[I(cn — ), [R(cn — )} <len — o <[S(en — ) + [Rien — <],

passando al limite si ottiene la tesi.
Esercizio. Studiare il comportamento della successione geometrica ¢, =
2", per |z| < 1. Sia |z] < 1.
lim 2"=0 <= lim [2"—-0/=0 < lim [2]"=0
n—+0o00 n——+0o0 n—-+00

Studiare il comportamento della successione

1
C = -
R
Studiare il comportamento della successione
—1)n
Cp = ( ) 7.7:
2n +1

(=D)"n  (=1)"™n(2n —1i) 2(=1)"n?> (=1)"n
= = —1
2n 414 4n? 41 4n? 4+ 1 4n? 41

Cp —

3. Serie di potenze in C

Una serie di potenze

Z an (z—¢)"
n=0

converge per alcuni valori della variabile z (almeno per z = ¢) e non con-
vergere per altri. Esiste un numero nei reali estesi positivo Rcon 0 < R < +00
tale che la serie converge quando |z — ¢| < R e non converge quando
|z —c| > R.
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1

R="-

14
/= lim ’a’k+1’
k——+o0 \ak\

(se esiste il limite) Esercizio: Determinare il raggio di convergenza della

serie
oo

> (iz)"

n=0

R — lim 1%l g
n—00 ‘an‘

Si ha
oo Zn
ef = — per ogni z € C
= n!
1 22 2t 28 . C
Ccosz = _§+E_E+”' per ognl z €
0 2n
z
cos z = Z (=) o)l per ogni z € C
n=0 '
o 2 25 ) C
smz—z—g—kg—ﬁ—i--” per ogni z €
o0 »2n+1
sin z = Z (—1)nm per Ogni RS C
n=0 ’
Esercizio Sia |z| < 1. Dare la scrittura in serie di potenze della funzione
1
1
Osserva
1 1 1




CAPITOLO 4

Serie di Fourier

Polinomi trigonometrici.
Funzioni periodiche.
Una funzione f : R — R si dice periodica di periodo T" > 0 se

flx+T) = f(z) Ve e R

11 piu piccolo numero T' (se esiste) si dice periodo minimo.
Un polinomio trigonometrico € una combinazione lineare finita di fun-
zioni sin(nz) e cos(nz) . E’ una funzione periodica di periodo 2.

n
sp(x) = ag/2 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1
Dimostrazione

/anrTf(:E)d:E = /0a+T f(z)dzx — /Oaf(:n)d:v _
/OHT f(w)dz — /O f(@+ T)da

/Oa Fo + T)de = /M F(w)da

T

a+T T
/ f(x)dx:/ f(x)dzx.
a 0
Ortonormalita

Pern=1,2,...; m=12,... risulta

/ " sin(ma) sin(na)dz = {0 m#n

™ m=mn

Ne consegue

—T

0 m#mn
m m=n%#0

/7T cos(mx) cos(nx)dx = {

—T

/ " cos(ma) sin(nz)dz = 0

—T

1 m 1 ™
= / sin(mz) sin(nz)dr = 6mpn;  — / cos(mx) cos(nx)dr = dpm
m T

-7 —m
Om,n il simbolo di Kronecker

35
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dmm:{o m#mn

1 m=mn

Identita di Werner per n,m € N

((cos((n — m)x) — cos((n + m)x))

N | =

sin(mx) sin(nx) =

[a—y

sin(nx) cos(mx) = 5 ((sin((n — m)x) + sin((n + m)x))

cos(nz) cos(mx) = %((cos((n — m)z) + cos((n + m)z))

(1 — cos(2nz))

N =

sin?(nz) =

cos?(nx) = %(1 + cos(2nx))

Pern #meN

—T

/ " sin(ma) sin(na)dz =

—T

([ teosttn=mimas = [ costin-+mio) a) =

2\ J-x -7
% <n _1 — sin((n —m)z|" . — - i — sin((n + m)x!”ﬂ> =0
Pern#meN
/ " sin(na) cos(ma)dz = 5 /_ 7; ((sin((n — m)z) + sin((n + m)m))dw) _
% ( /_ Z(Sin((n — m)a)dz + /_ 7; sin((n + m)x)d:p) —

1

2

<_ 1 Cos<<n—m>x:r7r_njmcos«nm)m,zw):O

n—m

la somma di due funzioni pari: pari ?

la somma di due funzioni dispari: dispari?

il prodotto di due funzioni pari: pari?

il prodotto di due funzioni dispari: pari?

il prodotto di una funzione pari e di una funzione dispari: dispari?
la derivata di una funzione derivabile pari: dispari ?

la derivata di una funzione derivabile dispari: pari?
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1. Serie di Fourier

Supponiamo che la successione di somme parziali s,(z) converga per
ogni x € R. Otteniamo la serie trigonometrica di coefficienti ag, ax, bg.

o0
ap/2 + Z ay, cos(kx) + by sin(kx)
k=1
Data una funzione f periodica di periodo 27 ci chiediamo se essa sia
sviluppabile in una serie trigonometrica ossia se si possono determinare i
coefficienti ag ag by in modo che la serie converga ed abbia come somma
f(a).

Assumiamo

f@) =ao/2+ > aycos(kz) + by sin(ka)
k=1

Moltiplicando f(z) per cos(mz) e integrando tra —m, 7 si ottiene

am = — i f(z) cos(mzx)dx

Moltiplicando f(z) per sin(maz) e integrando tra —m, 7 si ottiene

by, = L/ f(x)sin(mz)dx
™J—r

Le costanti sopra definite si chiamano coefficienti di Fourier di f(z).

La serie, una volta specificati i coefficienti, si chiama Serie di Fourier
di f(x). Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21 marzo 1768 -Parigi, 16
maggio 1830)

Esempio. Onda quadra: un segnale composto da un’alternanza regolare
di due valori

1 O<zx<m

prolungata in modo periodico in R.
I coefficienti di Fourier sono

{0 —n<z<0

a0:1
ap =
1—(=1)k

La serie di Fourier risulta
1
2
Funzioni pari:

b, =0 ap = — [ f(z)cos(kx)dx
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f(z)sin(kx) = F(x) dispari

/F da:—/ da:+/ F(x
/F dac—i—/F d:):—/ (:L')d:n+/07rF(x)dx

Funzioni dispari:

ar =0 by, = i/oﬂ f(x)sin(kx)dx

ay = L f(z) cos(kx)dx

™

f(z) cos(kx) = F(x) dispari

/F d:c—/ dac—i—/F
[ rees [ p@a= [ ()m/o”p(x)dx

Sviluppo in serie di Fourier di f(z) = sin® x + sin® z + cosz (polinomio
trigonometrico)

1 1
flx) = 5(1 — cos(2z)) sinz + 5(1 — cos(2z)) + cos
1 . . 1
o sine — o cos(2z) sinx + 5(1 —cos(2x)) + cosz =
1 1 1 1 1
5 sinz + 1 sinz — 1 sin(3z) + 575 cos(2z) + cosx =
+3 i ! (22) L (3x) +
—+ —sinz — = — —sin
5+ 5ine — 5 cos(2z) — 7sin(3x) +cosw
Sia data
0 0¢€[-m %)
fl@)=13 ze[-5,5)
0 r€[5,m)

ripetuta in modo periodico in R. Calcolare il coefficiente ag, b3, ag e aigy
della serie di Fourier.
La funzione risulta pari: b3 = 0,

1 (21 1 sin(k%)
ak—ﬂ/;gQCOS(k )dx—; k:
1sin(37) 1
az — —_
T 3 3T
1 sin(507)
R T
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Esercizio. Data la funzione

0 —nm<x<0
f(w)_{sinx O<zx<m

prolungata in modo periodico in R, calcolare la serie di Fourier.

ap = i/oﬂsin:cda: = —%cosxlg =
sin(z) cos(kx) = %((sin((l — k)z) +sin((1 + k)z))
gmwgmmg:%«mqw—1my—mqu+kn»

1 ™
ap = / cos(kz) sin xdx =7
T Jo

=5 /.
1 [fcos((1—Fk)x) cos((1+k)x)
:2w< 1k 1tk )

1 ((—ij—l 1 4_(—-],)’f“ 1 ) _

((sin((1 — k)z) + sin((1 + k)z)

1—k  1—k k+1 k41
1/ (=1)F 1 (—1)k 1
%(1—k+1—k+k+1+k+1
1 ! 1 1 1
= —((-DF( — + — . - )=
2ﬁ0 )<1—k+k+1>+<1—k+k+1)
1 ﬂfnk+ 2\ _1(-DF+41
2r\ 1—k?2 1-k2) B

5 —

—
o
oy
[\~
3

0 k=2m+1

by, = / sin x sin(kx)dz
T Jo

_ L ((cos((k — 1)x) — cos((k + 1)z))dx =

271' 0
3 k=1
0 k#1

11 =
—+gsine+— mzl A—am?) cos(2maz)

Serie di Fourier
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e Esercizio. Data la funzione

f(x) = zlz|,
per x € [—m,m) e prolungata per periodicita in R determinare le
serie di Fourier.

La funzione ¢ dispari, pertanto ag =0, ap = 0,Vk € N.

1 0 ™
by = — [/ —z? sin(kx)dx —I—/ 22 sin(km)dx] =
0

™ —T

1 0 B
== [ — / —2%sin k(—z)dz + / 2 sin(kw)dx] =
T 0

™

1 ™ ™ 2 s
=— [/ x?sin(kx)dz —l—/ 2% sin kxd% = — [/ z? sin(kx)dw] .
TLJo 0 T LJo

Risulta:

1
/:L‘2 sin kxdx = —/:L‘2k(cos(k:m))'d:v =

—1x2(cos(k:x)) + 2 /a:cos(k:x)dm ==

k k
" 2 1 2 ™ 2 "
zesinkzdr = ——x°(coskx)|g + — | wcos(kz)dx =
0 k k Jo
= —lﬂz(—l)k + 2 /ﬂx(sin(kx))’dw =
k K2 J,
1 5 & 2 2
= 5D+ (D - )
Quindi indicata con S la serie di Fourier relativa a f, si ha
2/ 1 2 2
_“ =20 1\k L \k_ =2 :
S—ﬂ_;< T (—1) +k3( 1) k3>81n(kx).

Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione

0, - 7r<z<0
f<$)_{ -3z, O0<z <7’

Determinare la serie di Fourier di f .

La serie di Fourier & data da

+oo
a
?0 + ; lagcos(kx) + bysen(kx)]

dove: -
ap = — f(x)dx,

1 s
ay = / f(z)cos(kx)dx, k =1,2, ...

1 ™
by = / f(z)sen(kx)dx, k = 1,2, ...
™ —T
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Calcoliamo i coefficienti di Fourier della f.

1 [7 3
agp = —/ 3xdr = ——=;
0 2

T
3 [7 3[(=1)F -1
== kz)de = —= | A————| ;
ag 7r/0 xzcos(kx)dx 77[ 12 ],
3™ 3. 3
b = —— kz)dr = — = (=11 = Z(—1)F,
. W/Umnwm S(-1)R = ()

la serie di Fourier richiesta e:
cos(2k + 1)z sm (kx)
Ty T Z (2k + 1)2 +3 Z :

Sia f la funzione perlodwa di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione

f(z) =max{2,2 -z}, z€ (—mmnl.

Determinare la serie di Fourier di f.

La serie di Fourier & data da

+o0
a .
?0 + E laicos(kx) 4 bysin(kx)] ,
k=1
dove:

Osserviamo :

Dunque:
I I
aO:/ (2—x)dac+/ 2z = = + 4.
™ Jo 2

—T

1 /0 L ("
o= [ (@ a)oosthapts + [ 2cos(ha)do =
0

T™J—m

10 17 10
= / 2cos(kx)dx + / 2cos(kx)dx — / zcos(kx)dr =
T Jo

L T J—x
2 [T 11 I
= / cos(kx)dx — :Usin(k:x)T_rﬂ—l—/ sin(kx)dx
T J)_r Tk wk J
1
= Ll

1 /[ L[
by = / (2 — z)sin(kx)dx + — / 2sin(kz)dz =
™Jo
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2 (" . Lo
/ sm(kzr)dm—/ xsin(kx)dr =

T J T )

L pcostra)l0 — L [ cos(hayds —

Wk.ZUCOS X - 7rk‘ _WCOS xr)axr =
1 1

= ﬁw(—l)’“ = E(_l)k'

La serie di Fourier richiesta é:

1 (E + 4) + +ZOO [1[(—1)k — 1] cos(kx) + 1(—1)14:5110(]‘@’33)
2 \2 | wk? k

2. Serie di Fourier per funzioni periodiche di periodo T.

Serie di Fourier per funzioni periodiche di periodo 7.
Sia f periodica di periodo T'.
La serie di Fourier di f risulta

G 2k 2k
ap/2 + Z a COS(TW$) + by, sin(%x)

k=1

1 cul coefficienti sono

2/T/2 2k
aE = — f(x) cos(——x)dx
e=7 ), f@ s o)

2 [T/2 2k
b:/ f(x)sin(——=x)dx
e= 7 ), e

Per funzioni pari compaiono solo i coseni:

4 T/2
a0 = ; f(z)dx

4 (T2 2
% = ; f(z) cos <Tlm> dz
b, =0

mentre per funzioni dispari compaiono solo i seni:

apg=a =0

4 (T2 2
by = T ), f(x)sin <£kx> dx

Esercizio.
f(x) = |sinz|. Quanto vale il coefficiente ag?

a) ) b) ) C)

[\]
w
SHIFS
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1 ™
aoz/ | sin x| dx
™ —T

2 vy
:/ sinx dx
™ Jo

2
—(—cosz)|f

™
2 4
= —(—cosm + cos0) = —.
™ T
4 [T/2
ag = T/o f(z)dx
4 [T/ 2
ay = T/o f(zx) cos <;km> dz
b =0
4 w/2
ag = / sin z dx
T Jo
4 4
= —(—cosx) 3/2 =—
4 [m2 27
a; = / sin x cos (x) dx
™ Jo s
4 (/2 4
ay = / sinx cos(2z) dr = ——
T Jo 3T
La serie di Fourier di f risulta
oo
ap/2 + Z ay, cos(2kx)

k=1
11 primo coefficiente nella somma ¢ quello di cos(2x)

Torniamo a (—, 7] e calcoliamo
2 ™
ay = / sin z cos(kz) dz.
0

™

Come posso riscrivere sinx cos(kx)? Per integrare ¢ meglio avere somme
invece che prodotti....

Formula di Werner:

sina cos 8 = %[sin(oz + B) + sin(a — B)].

Esercizio.
Dalle formule di Werner :
2 [T 1 [T
ap = / sin x cos(kz) dx = / sin(z(1 4+ k)) + sin(z(1 — k)) dz.
™ Jo ™ Jo
(1) Caso k= 1:

a1:0.
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(2) Caso k > 1: Utilizzando cos(mm) = (—1)™
1 [cos(:n(l +k))  cos(z(l — k;))rzﬂ

R Ry 1—k a0
1 [(—1)1% -1 N (—1)1=F — 1}
T 1+ k 1—k
Esercizio.
af.:
0, se k ¢ dispari
a = 17 -2 2 4 N .
—lE -l = 1% Sek e pari

La serie di Fourier
a =
50 + ,;1 a, cos(kx)

Calcolo di somme di serie. (Fourier)
[ ]
0 —mrm<x<0
1 O<zx<m

prolungata in modo periodico in R.
La serie di Fourier risulta

725111 ((2k+1)x)
2k +1

In z = 0 risulta S = 5

Inx = % si ottiene

/‘\

3w

o (
Z2k+1

k=0

+

N | —

G =1=

T
2

o
l\'.)
+

3. Forma esponenziale della serie di Fourier
Forma esponenziale della serie di Fourier

ap/2 + Z a, cos(kx) + by, sin(kx) Z e
k=1 k=—o00

> e =0+ <7/<: cos(kx) + iy sin(kx)
k=—o00 k=1
+v_p cos(—kx) + iy_g sin(—kaz)) =

Yo + Z W+ V-k) cos(kx) + i(yr — y-k) sin(kz)
k=1

Yo = ap/2
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Yk + Y-k = ag
i(ve — Y—k) = b

Ve + Y-k = Gk
Ve — V—k = —ibg
Sommando )
= 5 (ak — ibk)
Sottraendo

1 .
Yk = i(ak + iby)

E’ utile scrivere la serie di Fourier nella forma

oo
§ : ,Ykeik:x

k=—oc0
Risulta per n # m
1 T ) 1 T 1 ei(n—m)a:
L eino—ime 1.~ el(n*m)lbdx — 77“ =0.
2 J_ . 2 ), 2ri(n—m) "
In conclusione e

T eINT o —IMT 1o, 5n,m
2 J_,

Y = % /7T f(x)eiimdx
Calcolo di alcuni termini non nulli della serie di Fourier della funzione
f(x) =z in [—7, ) ripetuta per periodicitad in R.
— 1 "
=5 .

Y% =0

1 " —ix 1 1 —ix|m —ix|m
n=g- _ﬂme dx:% — e I +e T

1/, _. L s ; . .
=5n e T +ame™ +e T — e ) =icosTm = —1¢
T

1 . 1 /1 o 1 .
V1= 5o /_7r xedr = Py <Z,xe“” T = Z,—26w 7_r7r>
1

=5 ( —qme T —qme” " + e”re_”> = —4CoST =1
T

Yn e "dx

Trovare 1 successivi:

. ) 1 , 1 ..
S =ie ¥ — e — 51’6_2”" + 5@'62“” + ...

S =2sinz — 1sin(2x) + ......
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, e oo 1 a1
. 1T 5 jo 2T -+ §i€2lx + §’l.€73w: - §ie3lx“"

2
S =2sinz — 1sin(2x) + 3 sin(3zx) + ....

Definizione.
Data una funzione f : [a,b] — R diciamo che f & regolare a tratti in [a, b]
se esistono un numero finito di punti z;, ¢ = 0,1,2,..., N con ag = 29 =

1 < x1 < x2--- < xny = b tali che f ¢ derivabile con derivata continua in
ogni intervallo (z;,x;1+1), e la restrizione di f’ a (x;, z;11) ¢ prolungabile con
continuita in [z;, Ti41].

Se la funzione f ¢ definita su R, f € regolare a tratti in R se & regolare
a tratti in ogni intervallo [a,b] contenuto in R.

f : R — R regolare a tratti, periodica di periodo T = 27.

4. Disuguaglianza di Bessel.

Disuguaglianza di Bessel. Consideriamo

+o0o
a
?0 + Z lagcos(kx) + bgsen(kx)],

k=1
dove:
1 ™
ag = — f(x)dx,
™ —T
1 s
a = — f(x)cos(kx)dr, k =1,2,...
™ —T
1 [7 .
b = — f(z)sin(kx)dx, k = 1,2, ...
™ —T

sp(x) ridotta n-esima serie di Fourier di f, con f limitata e integrabile
in [—m, 7]
Consideriamo il seguente integrale:

[ 1) = sula)? de =
[ @2 + 0@ - 21@)sa(@)] da

/ "(59 43 [agcos(ka) + bysin(ke)])? de =
/ ' (Cf + ) [ajcos® (kx) + bjsin®(kz)]) do+

s
/ altri prodottidx  (con contributo nullo)

2 n n
a
= éfZﬂ'—{—E@%ﬂ—i—kzlbiﬂ'z
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2 n
%o jz: 2, 12
?ﬂ"i_ﬂ'kilak‘i_bk

k=1

— 2/7r f(z) [20 + Z arcos(kzx) —&-bksm(ka;)]] dx =

—ap i f(zx) dm—ZZak ) f(x)cos(kx) de—

2y | f@psinie) ds -
k=1 o
—agm =2 ap(apm) =2 b(bem) =
k=1 k=1

n
— ajm — QWZaz + b7
k=1
Vale la disuguaglianza:

f2(z)dx — W—TFZ (af +b7) >

2 too ™
] 2, 12 1 2
Dalla disuguaglianza di Bessel segue

lim a; =0, lim b =0,
k——+o0 k——+o0

ossia

lim / f(z)cos(kx)dxr = lim / f(z)sen(kx)d

k——4o00 k—+o0

5. Nucleo di Dirichlet
Nucleo di Dirichlet.

1 n
=3 + ; cos(kx)

Si ha

dim. Dalla formula
1 1
sin((k + 5)x) = sin((k — 5)a) = 2 sin(g) cos(kz)

sommiamo da 1 an
n

S (sin((k + %)x) — sin((k — %)z)) — sin((n + %)x) _sin(%) =

2
k=1
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. L a
2 8111(5) Z cos(kx)
k=1
Inoltre

1 [7 1 /0 1
/ dotdt = = [ dytyar = L.
T 0 2

7T—?’l’

Segue da dy,(t) = 1 + >, cos(kt) ed effettuando l'integrazione.

e N

Esercizio: disegnare d,, per diversi valori di n.

6. Formula di Dirichlet

Formula di Dirichlet

Teorema.
Sia f periodica di periodo 27 integrabile in [—7, 7]. La somma parziale

sp(z) della serie di Fourier di f si pud esprimere in termini del nucleo di
Dirichlet (integrale di convoluzione)

1 s

sin((n + 3)z)
dp () = “7ggﬂig§f‘*

La dimostrazione si basa sul seguente calcolo. Per definizione di s, (x)

sp(x) = % i f(y)[% + Z(Cos(ka:) cos(ky) + sin(kx) sin(ky))dy] =
o k=1
1" 1 <
— | fWI5+ > (cos(k(z —y))]dy =
o k=1
1 n

- /ﬂx flo+ t)[% +) (cos(kt)]dt =

™ —TT— k=1

1 sin((n + 3)t)

dt
2sin(%)

" ran
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7. Teorema di Convergenza Puntuale

Teorema di Convergenza Puntuale

Convergenza Puntuale Per ogni z reale la successione s, () converge
a f(x), ovvero per ogni x € R e per ogni € > 0 esiste un indice N(z,€) tale
che

|sn(x) — f(x)] <e VN > N(z,e€)

Teorema Sia f una funzione periodica regolare a tratti su R. Per ogni
x reale la serie di Fourier converge alla media aritmetica tra il limite destro
e il limite sinistro:

5|7+ ).

e a f(x) nei punti di continuita
Dobbiamo considerare

sin(n + 3)t

dt+
2sin(%)

sule) = 3 |fen) + fla)| = 2| ["(¢+0 - )

0 sin(n + 1
{/(ﬂw+w—f@J)(+2ﬁﬁ}

o 2sin(%)
Ricordiamo -
onl(z) = = / F@ + t)dn(t)dt
™ —T
1/7Td (t)dt—l/o do(t)dt = +
Tty T A 2
sin((n + )t)
dn(t) = —
2sin(3)
Poniamo o fon)
z+t)—f(x4
2sin(%) O<tsm
F(t)=<0 t=0
flortfles)  —r <t <0

2
Ne segue dalle ipotesi su f che esiste il limite per t — 0 e per t — 0~
di F. Infatti
lim F(t) = f\(x) lim F(t) = f ()
t—0~

t—0t
F ¢ continua a tratti in [—7, 7], dunque integrabile e limitata. Inoltre

™

sn(@) — % [fm) + f(a:)] - % [ F(opsin(n + %)t)dt.

Del resto Lo )
— F(t)si —)t)dt =
= [ Fwsin(o+ 0

1 (7 t . 1 (7 .t

— F(t) cos 5 sin(nt)dt + — F(t)sin 5 cos(nt)dt

™ J_r [
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Dalla disuguaglianza di Bessel si deduce che
s
t
/ F(t)sin 3 cos(nt)dt — 0
-

per n — +o00.
s
t
/ F(t) cos 3 sin(nt)dt — 0

—T
per n — +00.

In conclusione -

1
F(t)sin((n + §)t)dt — 0,
-7
per n — +00.
[}
f(x) = x|zl
per x € [—m, ) e prolungata per periodicita in R determinare le
serie di Fourier.
“+o0o
2 1, 0 2, 0 2.
S = ﬂ_; <— z7 (—1)" + E(_l) ~ 13 sin(kx).
r=0ex=m77?
[}
f(x) = |z,
per x € [—m, ) e prolungata per periodicita in R determinare le
serie di Fourier.
+oo

T 4 1
S=T 2N ©  cos(2k + 1)
2 nkzzo(zkﬂ)? cos(2k + 1)z

z=0
T 4R 1
JO=0=5-22 Gryip
@ &=
8 L~ (2k+1)2

k=0



CAPITOLO 5

Derivazione in piu dimensioni

1. Richiami

e Regola della somma (linearita):

Dlaf(z) + By(x)]

=af'(x)+ B4 (z), o,feR.

e Regola del prodotto (o di Leibniz):

D{f(z) - g(x)]

e Regola del quoziente:

= f'(x) - g(z) + f(z) - ¢'(2).

f'(@)-g(x) = f(x) - g'(x)

o[ 1] -

g(z)?

e Regola della funzione reciproca:

D[f(ﬂ:) -

e Regola della catena:

L)t

D(sin /() = f'(z) cos f(x) D(cos f(x)) = —f'(x)sin f(a)

Ditan /(o) = L
) D(arcsin f(z)) = \/%
) D(arccos f(x)) = 1_—]0/[555(;)]2
Derivate 1-d
) D(arctan f(z)) — — 2 &)

51
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D(/@) = - [¢ (@) (o) + o) - 22

D(z®) =" - [Inz + 1]

Derivate parziali

2. Funzioni di piu variabili

Come si estende il concetto di derivata alle funzioni f di piu variabili?

Usiamo il rapporto incrementale in cui si fa variare un’incognita e si
“fissano” le restanti. Sia A C R? un insieme aperto (ovvero per ogni (z,y) €
A esiste un intorno circolare B, (z,y) = {(z,y) € R? : 224+y? < r?} di raggio
r tale che B,(z,y) C A).

Derivate parziali.

Una funzione f : A — R si dice derivabile parzialmente in x nel punto
(z,y) € A se esiste finito il limite h — 0 del rapporto incrementale

fl@+hy) - flz,y)
Y )
Se f ¢ derivabile parzialmente in x nel punto (z,y) € A allora si pone

h.y) —
fo(z,y) = ;llli% flx+ 73/]1 f(:E,y)

e Similmente si puo definire fy,(x,y) (se il limite esiste finito):

=1 .
fy(z,y) = lim i
e In dimensione > 2 la definizione si estende: si incrementa una

variabile per volta.

Calcolo delle derivate parziali
Per calcolare le derivate parziali valgono le regole di calcolo note

Per calcolare la derivata parziale di f rispetto a z nel punto (z, y) bisogna
pensare di fissare y e di poter variare solo z...

Calcolare la derivata parziale in z della funzione f(z,y) = xsiny nel
punto (z,y).
e Dalla definizione: calcoliamo il limite del rapporto incrementale

flx+hyy) — fx,y) ~ lim (x+ h)siny —xsiny

lim

h—0 h h—0 h
I hsiny .

= lim = sinvy.

h—0 h Y

e Utilizziamo le regole di derivazione. La funzione siny € constante
rispetto a z quindi puo essere portato fuori dal simbolo di derivata:

(xsiny), = siny (z), = siny.
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Calcolare la derivata parziale rispetto a y di f(z,y) = xsiny.

e Dalla definizione, calcoliamo il limite del rapporto incrementale:
Usando la formula di addizione del seno sin(a + 3) = sinaccos 8 +
cos asin 3 si ha

i &Y+ K) — flzy) . @sin(y +k) —zsiny
k—0 k k—0 k
xsinycosk + xcosysink — zsiny

=1

k50 k

. xsiny(cosk — 1)+ zcosysink

= lim

k—0 k

T (cosk —1) n I sin k
=zsiny lim —— = 4+ zcosy lim
y k—0 k Y k—0 k
Poiché limg_.q % =0 e limg_g % = 1si ha

(zsiny), = xcosy.
e Osserva: poiché x e constante rispetto a v,
(xsiny), = z(siny), = x cosy.
Osservazioni.
e E sempre preferibile usare le regole di derivazione per calcolare le
derivate parziali;

e Usare il rapporto incrementale solo se esplicitamente richiesto nell’Esercizio;
e Ricordare sempre che le variabili su cui non bisogna calcolare le

derivate parziali sono costanti;
e Le derivate parziali si possono denotare anche con altri simboli:

o O (ay)

z el
B &Y 9
Per non appesantire la notazione, molto spessi il punto (z,y) in cui
si calcolano le derivate non si scrive esplicitamente. In tal caso per
le derivate parziali scriviamo semplicemente:

of of
ox’ Oy
[ J
Di(inay) =
x(In(zy)) =~
[ ]
1
Dy(In(zy)) = -
)
* 1
Dy(ev) =ev - —
(ev) ;
b x
z 1 v
Dy(ev) = —x?e
[ ]
Dy (sinzy) = ycos(zy) Dy(sinzy) = x cos(zy)
[ ]

Dy(z%) =2 - [Inz +1] Dy(z®) =0
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Derivate di ordine successive.
Come sopra A C R? denota un insieme aperto.

Le derivate del secondo ordine di f : A — R nel punto (z,y) sono date
da

Joz = (f2)z(2,9), f:vy = (fx)y(xay),
nyU = (fy)m(ffay)a fyy = (fy)y(1‘7y)-

e Similmente si possono definire le derivate di ordine superiore;
o In generale fy(z,y) # fye(z,y). Nel casoin cui foy(x,vy) e fya(z,y)
sono continue in (z,y) allora vale

fxy(xvy) = fyft(xvy)'

Tale risultato si chiama teorema di inversione di Schwarz.

Esercizi.
Esercizio 1 Calcolare le derivate parziali prime rispetto a x e rispetto
a y delle seguenti funzioni:

(1) f(z,y) =e" +e¥;

(2) flz,y) = 2" + 22%y? — day® + 2y%;
(3) f(z,y) =™ cosy;

(4) f(z,y) = sin(z +2y);

(5) flz,y) =e "%

(6) f(x,y) = arctan(z? + y?).

Esercizio 2 Determinare il dominio e le derivate parziali rispetto a x e
rispetto a y delle seguenti funzioni:

(1) f(z,y) = arccos(zy);
(2) f(z,y) = arcsin(z? + y?).
Esercizio 1
Esercizio 1: La funzione ¢ una somma di due funzioni che dipendono
ciascuna da una variabile. Quindi

fo=(e"+e")e=(e")p+ ("), =" +0=0¢".
Similmente f, = e¥.
Esercizio 1: Ricordando che %x” =nz" ! siha
(210 4 22%% — 4zt 4 207, = (219), + (22%9?), — (dzyh)e + (207,
= (2'%)s + 2¢°(a%)e — 4y ()2 + 0
= 102" + 2¢%(423) — 49"
= 102" + 8y%a3 — 49
Analogamente f, = 4z'y — 16zy® + 4y. Esercizio 1 - II
Esercizio 1:
fo= (er CoSY)y = (er)x cosy = e (z%), cosy = 2ze" cosy,
z

fy = (er cosy)y = e (cosy)y = —e *siny.
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Esercizio 1:
fz = cos(x + 2y), e  fy=2cos(xz+2y).

Esercizio 1: Poiche f = e eV’ ragionando come nel caso
abbiamo

fo=(e ) = —e eV = —e7 TV,

fy = e_x(e_yz)y = e_xe_y2(_2y) = _de—x—yQ_

Esercizio 1 -I11
Esercizio 1@: Ricordando che

(arctanz) = —
— (arctanz) =
dx 1+ 22

si ha

1
fe = (arctan(z? + %)), = 5 (22 + %),

1+ (2% +9?)
2x
14+ (22 +yH)?

Similmente
2y
fy - 1+ (.%'2 +y2)2'

Esercizio 2 - 1

Esercizio 2: Si ricorda che la funzione arccost é ben definita solo
se t € [-1,1]. Quindi il dominio di f é dato dai punti (z,y) che verificano
—1 < zy < 1. Piu precisamente

Dom(f) = {(z,y) € R?* : -1 <y < 1}.

Per calcolare la derivata di f, ricordiamo che

d o
%(arccos x) = BVt
Dunque
oo N
SV e e Y e e
1 x
Vi e R a

Esercizio 2 - 11

Esercizio 2: Come nel punto precendente arccost é ben definita solo
se t € [-1,1]. Quindi il dominio di f é dato dai punti (z,y) che verificano
—-1< :L‘2+y2 < 1. Poiché ac2—|—y2 > 0, la prima condizione é sempre verificata
e il dominio é dato

Dom(f) = {(z,y) € R? : 2 + 4> < 1}.

Per calcolare la derivata di f, ricordiamo che

1
— (arcsinzx) =

dx V1—22
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Dunque
1 9 9 2z
fa 1—(x2+y2)2( Y ) 1— (22 + y2)2
1 2 2 2y
= z° + = .

Definizione della derivata parziale prima di f in T

Tly...y g h,...,in — f(Z1,. . Ty ..., Ty
fxl(f) = lim f(xla , L + € ) f($l X €T ),
h—0 h

se tale limite esiste finito.

of
6%’1'

Dy, ||z]|* = Dy, (23 + 23 + ... 22) = 225

n

Definizione del gradiente di f.
Df(x) = (fﬂcl(x)a fm(iﬁ), R fﬂcn(x))

Data una funzione f definita in un intorno di (zg,%0) € R?, f si dice
derivabile parzialmente rispetto a x nel punto (xg,yo) se esiste ed ¢ finito il
limite

iy 4 @0+ o y0) = f(xo,90)

h—0 h
11 valore del limite si indica con f, (g, yo) e si chiama derivata parziale prima
rispetto a x della funzione in (zg, yo).
f si dice derivabile parzialmente rispetto a y nel punto (zg,yo) se esiste ed
¢ finito il limite

i 4 (%090 + k) — f(@0,40)

k—0 k
11 valore del limite si indica con fy(xo, yo) e si chiama derivata parziale prima
rispetto a y della funzione in (xg,yo)-
f si dice derivabile parzialmente rispetto a x o rispetto a y in un aperto A
se ¢ derivabile parzialmente in ogni punto di A.

fley)=a+Ty fo=1 fy=7
f(x,y)zxy fae=y fy:m
T T
f(l"ay)—g fm—g fy—_?
fay) = Vit by = (@ + o)
f _} 2x f :1 2y
D 2@y T 2@y

f(z,y) =sin(zy) fo =ycos(zy) f, =z cos(zy)
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flz,y) =va*+y°
1 2x 1 2y
fom g fy= s
(% +y?)2 (2% +y?)2
Ammette derivate parziali in ogni punto # (0,0): non risulta derivabile
n (0,0). Infatti

f(zo+ h,y0) — f(wo,0)  f(h,0) = f(0,0) |h

h - h T h
f(z,y) =z —yl(z +y)

(1,1)

RRAVES (RN

(0,0)
f(h70) — f(O’O) _ ’h‘h
h

—777
h

Norma euclidea

loll = /a3 +a3 + -+ a2

Intorno di centro xg e raggio 9.

{z e R" : ||z — xo|| < I}
A aperto: un insieme aperto A dello spazio euclideo: Vx € A esiste un
intorno di raggio 6 > 0 centrato in x interamente contenuto in A.
X Insieme di definizione

o f(z,y)=In(2—2%—y?) f(z,y) = 422+ 9y% — 36

o flz,y) = ln(2+y)
o flz,y) = ln(lfﬂﬁ )+ In(1 —y?)
o f(z,9) = prp

Esercizio: disegnare l'insieme di definizione f: X C R" - R
3. Limiti

o punto di accumulazione per X.
Per ogni numero reale € > 0 esiste un numero reale § > 0 tale che:
|f(z) — €] < eperognize X con0< |x—mx <9I

= lim f(z)

T—T0
Se esiste il limite £, il limite ¢ unico per il teorema di unicita del limite

e Mostrare che un limite per una funzione di due o piu’ variabili non
esiste: basta trovare due cammini lungo i quali la funzione tende a
due valori distinti.

e Metodo non utilizzabile per mostrare che il limite esiste: non ba-
sta mostrare che la funzione tende allo stesso valore percorrendo
un certo numero di curve per dire che essa ammette limite: po-
trebbero esistere altre curve lungo le quali la funzione si comporta
diversamente.
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e Esempio di funzione che non ammette limite per (z,y) — (0,0)

2 .2

_r -y
f(x’y)_.%Q—i-yQ

1 —m? 1 —m?2

lim =
(.y=ma)—0,0) 1 +m? 14 m?

e Esempio di funzione che non ammette limite per (z,y) — (0,0)
anche se lim, ) ,(,0) f(®, mz) =0

2

_
f(xay) - xQ _|_y4
Si ha
z(mx)? mix
J(w,ma) = 22+ (mz)* 1+ mia?’
quindi
li , = 0.
. ST
Mentre
4 4
2y Y v _ 1
f(y7y)_y4+y4_2y4 27
quindi
1
lim 2, = —-.
(z=y%,y)—(0,0) ") 2
Non esiste il lim, ,)_(0,0) di
2 4,2
fley) = T
)
2 1 2
Yy =mz e7(1+m7) (x,y) — (0,0)7777
mx
y = az? o + o2t a?(1+a’a?) 1(1 +0%2?)

ax? ax? «
Esercizio: Completare I’argormento
e Esercizio 1. Verificare
2
lim AN

(@) =(00) \/22 + y2

2 2 2
Y =ty /
— 7 << —= = 2+2
| /$2—|—y2 |_ /$2+y2 * y

Per ogni numero reale € > 0 esiste un numero reale § > 0 tale che
perogniz € X 0 < |z — x| < d vale |f(x) — 1| <e€

d=c¢

Per ogni numero reale ¢ > 0 § = € tale che per ogni x € X con

0<Hx—:roH<5vale\\/a%—O]<e
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e Esercizio 2. Verificare
323 + 522 + 5y

11m =
(@y)—(00)  rr+y?
323 4 52 4 5y? 323 4 522 4 5y% — 5x? — 5y?
| —5[= |
CC2 + yQ - $2 + y2
|2°]

2
_3 T g — sV <3V

332—1-1/2_ 1:2+y2

1
5 = §€
e Esercizio. Non esiste il lim per lim, ) (0,0) di
_ Ty
f(‘ray) - xQ +y2
Consideriamo
zy
Fla,y) = 22 +42 (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0)

La funzione non risulta continua in (0, 0)
e la funzione ammette derivate parziali prime in (0,0) 7777
Ammette derivate parziali prime in (0,0) e valgono 0.

Analisi Matematica una variabile: osserviamo il differente com-
portamento. Non tutte le caratteristiche che si evidenziano nello
studio di funzioni di una variabile potranno essere trasferite al caso
di funzioni di due variabili a valori reali. Non possiamo parlare di
crescenza o decrescenza, mentre potremo considerare i massimi e i
minimi, una volta definiti gli intorni in R2.

4. Limiti e Continuita

Continuita.
Sia f: X - Rexg € X di accumulazione per X
Le due proprieta seguenti sono equivalenti

(a) Ye >0 30 > 0 tale che se x € X e ||z — x| < ¢, allora

[f(z) = f(xo)| <€

(b) (zn) zn € X € x,, — g, allora f(x,) — f(zo).

coszs)
(zy)—(r1) 1 —y —cosz
In due variabili R?:
(= lim  f(z,y)

(#,y)=(z0,y0)

Sia X C R?, (z0,0) € X punto di accumulazione per X.
f continua in (xg,yo) se

lim  f(x,y) = f(x0,%0)

(z,y)—(z0,y0)
Ve > 035 >0:V(z,y) € X tale che \/(z — 29)2 + (y — yo)? < J risulta
‘f(xay) - f(x()uy())‘ <e€
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Sia:

f(a,y) = ze? + y’a®
Entrambe le derivate parziali prime sono continue. Risulta rispettiva-
mente :

fo=e"+2zy> fo, =€’ + 6ay®
fy = ze¥ +3y°2*  f o = e + 6ay?
Vediamo ora un esempio di funzione con derivate parziali miste diverse
Come vedremo, I'ipotesi di continuita delle derivate parziali seconde mi-
ste ¢ sufficiente per la loro uguaglianza. Un esempio di funzione con derivate

seconde parziali miste differenti deve avere tali derivate non continue.
Data la funzione

22 g2
fla,y) = A Warrp V(@ y) €R*\(0,0)
0 (z,y) = (0,0)
hd fﬂ?(oj 0) - 0:
h—0 h
® fy(07 O) =0
lim f(ovk) — f(0,0) —0
k—0 k
x2—y? (22 2Y_2q (22 —q2
Fony) = | i ey ISR (e ) € R\ (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
2—$2 qu LAY 2_7;2
fy) = |~ — ey W, y) €R2\ (0,0)
0 (z,y) = (0,0)
:E27 2 $2 2
fola.y) = | VETE TVEEnee Yi@y) €R2\ (0,0
0 (z,y) = (0,0)

_ y2_$2 _ 4y2x2 9
fy(x, y) = $x2+y2 T ($2+y2)2 V(l‘, y) - R \ (0’ 0)

Le derivate seconde miste in (0,0) sono diverse, infatti:

. f2(0,k) — f2(0,0
ey (0,0) = i THOR L0

fyw(O,O) = }ILIL% fy(h,O) ; fy(0,0) -1

fy2(0,0) # fay (0,0).
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5. Teorema di Schwarz.

f:ACR? SR

una funzione in due variabili, definita su un aperto A di R?. Se f ammette
derivate seconde miste continue (f € C?(A)) allora vale in A

fmy = fyz

(z0,90) € A
Si scelgono due reali € § > 0

(xo —e,x0+¢€) X (yo — 0,90+ 6) C A (A aperto).
FeG

F:(—e,e) CR—=R
G:(-6,0)cR—=R
in modo che:
F(t) = f(xo+t,y0+s) — f(vo+t,y50)  Vs€(=4,9)
G(s) = f(xo+t,y0 + 8) — f(x0,y0 + 5) Vt € (—e,¢)
F(t) — F(0) = G(s) — G(0).
Inoltre, applicando due volte il teorema di Lagrange:

F(t)— F(0) =tF'(&) =t [folzo + &1 yo + 5) — fo(zo + &1, 90)] =
ts [facy(xo +&1,90 + 0'1)]

G(s) = G(0) = st [fya(w0 + &2, 50 + 02)]
& € (0,t) e o; € (0,9)

Il teorema segue facendo tendere t e s a 0 tenuto conto che le derivate
seconde miste sono continue.

fiACR" 3R

o Differenziale di f in x. f differenziabile in x se esiste p € R" tale
che

o TR = J@) =
h—0 Rl
o p=Df(z). Infatti h = te;

=(0,...,0,0,£,0...,0)
te;) — f(x) — tp;
i 4 & T tei) = f(z) —tp

=0
t—0 ’t|
Abbiamo
e tte) — @)~
t—0 t
e

i (& Ftei) — f(@)

t—0 t — b
Quindi f ammette derivate parziali e
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n=2
Fl@,y) — flwo,yo) — 2LE00) (4 — ) — M(y Yo)
\/(95 —20)? + (¥ — yo)?
—0
Per
V(@ —20)2+ (y —y0)2 = 0
f(xay) - f(x()?yo) =
0f (o, y0) df(xo,y0)

00— ag) 4 Ly ) o Vo )
lim  f(z,y) = f(zo,y0)

(z,y)—(z0,y0)

La differenziabilita di f e legata all’esistenza del piano tangente. Una
funzione differenziabile in un punto risulta una funzione approssimabile, a
meno di un resto infinitesimo, da una funzione affine in un intorno abba-
stanza piccolo di quel punto. La funzione affine

= flansao) + LI ) o DLy

rappresenta l’equazione del piano tangente al grafico della funzione nel punto

($07 yO) .
Esercizio. Determinare il piano tangente

f@,y) =2 +y* + 22+ 2
nel punto (—1,2, f(—1,2)). fz(-1,2) =5 f,(-1,2) =4
r=5@+1)+4(y—2)+3

f(x,y) — f(wo,y0) =

0
o (.%' _ $0) f(‘g(;/v yO <

x —1x0)? + (y — yo)2>

V(@ —20)2 4+ (y — y0)2 = 0

lim  f(z,y) = f(z0,%0)
(z,y)—(0,y0)

continuita lim(x,y)%(xo,yo) f(x, y) = f(:L‘o, yo)
Teorema del differenziale
Sia f dotata di derivate parziali prime in un aperto A di R%. Se le
derivate parziali prime sono continue in A allora f ¢ differenziabile in A.

Ricordiamo Sia A un aperto di R? esia f: A - R
f ¢ differenziabile in (z,y)

e f ammette derivate parziali prime

e vale

lim f(a:—l—h,y—i—k:)—f(:v,y)—fx(x,y)h—fy(x,y)k —
(h,k)—(0,0) VhZ+ k2
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Occorre dimostrare
f(x + hay+ k) - f(l',y) - fx(ﬂf,y>h - fy(xay)k = 0( \% h2 + k2>
per
(h, k) — (0,0).
Consideriamo
f@thy+k)—fle,y+k)+ flz,y+k) - f(zy) - falz,y)h — fy(z,y)k
Applicando il teorema di Lagrange ad entrambe le derivate parziali prime

[y + k) = [, y) = fylz, y1)k
conzy —z ,y; =y per (h,k)— (0,0).

Otteniamo
1 1
1] B k| -
|fx($17y+k) fw(IE?y)‘ =+ |fy($7y1) fy(xvy)|

Vh? + k2 Vh? + k2
N N
Ne segue
< ’f:t(xhy—i_ k) - fw($,y)‘ =+ ’fy($7y1) - fy(J:?y)’

Per l'ipotesi di continuita delle derivate parziali si ha che tende a zero per
(h,k) — (0,0), dimostrando cos'1 la differenziabilita

Notazione f € CF(A): f dotata di derivate parziali prime continue;
CY(A) funzioni continue in A.

feckA) = fect 1)

Il teorema, fornisce una condizione sufficiente per la differenziabilita della
funzione: la continuita delle derivate parziali prime. Questa condizione non ¢
necessaria per la differenziabilita: ci sono funzioni differenziabili con derivate
parziali non continue

f(:r,y) = x\g/gy

e f ammette le derivate parziali prime in (0,0) 77?7
fz(l'ay) = \3/§

fy(0,0) _%11)% k

e le derivate parziali prime non sono entrambe continue in (0,0)
Infatti

=0

= @£ 00

roy) = Jd3
by {0 (2.4) = (0,0)
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T 1
7
(hyk)—=(0,0) JWI%’
e AT

Esercizio
flz,y) = (x+a)(y +b)
con a e b reali. La funzione risulta differenziabile in (0,0)?
Esercizio.

INEs sinl +y2%sind  (z,y) # (0,0)
f(x7y)_ {0 v (:I:,y):(0,0)

¢ dotata di derivate parziali prime non continue in (0,0). La funzione &
differenziabile in (0,0)?

6. Matrice Hessiana
fec* Q)
Hf(z) = (foi;(@))ij=1,n
Hf(x0) = (faiz; (0))ij=1n

Matrice Hessiana simmetrica: caso n = 2
2 2

_ (@4
fla,y) = e 1)

fo(@) = —2pe™ (V)
fylw) = —2ye~ (=)

Calcoliamo
Fow = 2~ @Y | g2 (@7
— _9,—(=2+y?) 2,— (2% 4y?)
fuy 2e + 4y“e
fmy = fym = 4mye—(1‘2+y2)
—2e~ (@) | gg2e=(="+v?) dzye~ (@ +v?)
4xye_(m2+y2) _26—(CE2+Z/2) + 4y e_(m2+y2)

Calcolo in (0,0)
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una matrice simmetrica.
|Q| = detQ = ac — b*.

Allora
Q>0 ea>0,— Q>0

Q>0 ea<0, = Q<0

Q >0 <= ah? + 2bhihy + ch3 > 0,

per ogni h = (hy, ha) non nullo.
Data la forma quadratica

ah? 4 2bhihy + ch?,

essa puo essere equivalentemente scritta
b 2 ac— b2
a(m + h2) - h3,
a a

da questa formula si evince:
(): matrice Hessiana

_ ffbw(x(]:y()) fCE (xo,yo)
Hi= ( fay(T0,90) fyz(ﬂ?o,yo) >

fxy(anyO)h >2 + f;va;(x07y0)fyy($07y0) - fxy(any0)2h2
fxx(x07y0) 2 fxx(x07y0) z

fa:x (1'07 yO) (hl +

7. Derivate direzionali

Derivate direzionali
Per direzione si intende un vettore di modulo unitario.
In R" la derivata direzionale rispetto a una direzione A si definisce come

(r = (x1,22,...,20))

of . fl@+td)— flz)
ox (@) = fim ¢
In R?2 \ = (o, B) (z,y) € R?
g(w,y):lim fl@+to,y+18) — f(z,y)

O\ t—0 t
Teorema. Assumiamo f differenziabile in x € A C R". Allora f

ammette derivata direzionale in x rispetto a ogni direzione A e vale
0
o (#) = Df () A
Esercizio Data f(z,y) = 22 — 32 calcolare la derivata direzionale nel
punto (1,1) lungo la direzione (1/v/2,(1/v/2).

fx = 2«T, fy = —2y
fz(1,1) =2, fy(l, 1)=-2

of
Sy = 2/V2—-2/vV2=0
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S (2.y) #(0,0)
— {27+
e {0 " =00
Punto (0,0) A = («, 5)
Of v _ . fltantB) = f(0,0)  #a28  a?
5(0,0) = %g% n - t3(a2 4 32) T a2+

f2(0,0) =0 £,(0,0) = 0: la formula non vale.
Studio della differenziabilita in (0,0) di f

f(ha k) B f(oa 0) _ th
Vh? + k2 (h? 4+ k2)Vh? + k2
ah?h ah?

(h? + a2h?)Vh2 + a2h?  h2(1 + a?)|h|V1 + o2

Insiemi connessi in R?

Un insieme aperto A si dice connesso se non esistono due aperti disgiunti
non vuoti di R? la cui unione sia A.

Teorema Sia A un insieme aperto connesso e sia f dotata di derivate
parziali nulle in A. Allora f & costante in A.

Esempio A = {(z,y) € R : 2 > 0y > 0}

x
f(x,y) = arctan — + arctan Yy

X
Y )
fe(z,y) = 22+ 42 - 22 + 42 =0
X x
fy(x’y):_x2+y2+x2+y2 N
s
f) = F0) =1

8. Derivazione di funzioni composte
I intervallo C R, A aperto C R"
x: I CR—R"
x(t) = (z1(t),...,zp(t)) € A VeI
f:A—=>R
B(t) = f(x(t))
Teorema di derivazione delle funzioni composte
o z(t) = (x1(t),...,x,(t)) derivabile
o f differenziabile in z(t) € A
Allora F risulta derivabile in ¢t € T
F'(t) = Df(x(t) - 2'(¢)
Sia t € I, I intervallo. A aperto C R%. Consideriamo 'applicazione
t— (x(t),y(t)). Sia (z(t),y(t)) e A f: A—=R.
F(t) = f(x(t),y(1)),
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Teorema Assumiamo z(t), y(t) derivabili in ¢ € I. Sia f differenziabile
in (z(t),y(t)) € A. Allora F risulta derivabile in ¢ e

F'(t) = fo(a(t),y(t)2'(t) + fy(x(t), y(1)y'(t)
Se zp € A C R™ & un punto stazionario (Df(xg) = 0), la formula di
Taylor fornisce (da dimostrare (D?f matrice hessiana))

Flao+B) = F(w0) + 5 D*F(ao)h-h+ ol [AI), B =0

Se D?f(xg)h - h > 0 allora localmente (in un intorno di )

f(x) = f (o).
Allora xy ¢ un punto di minimo locale.
Se D?f(x)h - h < 0 allora localmente (in un intorno di )

f(z) < f(wo).
Allora xy € un punto di massimo locale.
9. Teorema di Taylor (con la formula del resto di Lagrange)

Teorema. Assumiamo f € C%(A). z, x +h € A, z +th in A con
t € [0,1], h sufficientemente piccolo. Esiste 6 € (0,1) tale che

fz+h) = +Zf% Yhi 4+ = mem]:c+9h)hh
1,j=1
Da z(t) = x +th con h € R" t € [0,1] e h piccolo tale che x + th € A.
Poniamo

F(t) = f(z +th).
Applichiamo la regola di derivazione delle funzioni composte con z(t) =

x + th, otteniamo
n
=D falrt thhi,
i=1

F// Z fus iz x + th)h h

,5=1
Applicando la formula di Taylor nel caso unidimensionale

+ EF”(Q)

F(1) = F(0) + F'(0) 5

con 6 € (0,1).
Da F(t) = f(x + th) otteniamo

FA)=fz+h)  FO)=f(x)

- Z fei@hi  F"(0) =Y faz, (@ + 0R)hihy,

ij=1

fl@+h) = f(z) + Z foula % 5™ Fuue, (& + OR)hih;

ij=1



68 CHAPTER 5. DERIVAZIONE IN PIU DIMENSIONI

10. Formula di Taylor con il resto di Peano

La norma di Frobenius di una matrice A definita da

Proposizione Assumiamo A matrice n x n e h in R™. Allora

[AR] < Al IR
aij; a2 a1z o...... A1n
A= a;1 a2 a3 ... Qin
apl Ap2 ap3  ...... QApn

ai1hi + aiohs + a13hs + ...... + a1phn
Ah =

anih1 + anohs + apszhsg + ...... + apnhn
La norma di Ah

n

HAhH = Z(aﬂhl + ajohg + ajzhs + ...... + amhn)Q
i=1

[AR] <

ZZa Il = | All 1A

i=1 j=1
Ricordiamo la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
2 n n
(ajthy + aighg 4 ...... + ainh Z aizhi | < [ D_B3| D af
j=1 j=1
Allora
| A - | < [|AR]| R[] < || Al |R]*

Da dimostrare

flz+h) = +me Yhi + = waj Yhihi + o(||h]|?) h — 0

1,j=1

Da dimostrare

mem] (x + Oh)hsh; = me] Yhilj + o([R]*) =0
i,j=1 i,j=1

n

Z (fﬂiﬂg (x + Hh) - fiﬁiﬂﬂj (x))hlh‘] - O(HhH2)
ij=1
Grazie alla precedente disuguaglianza (con A = D?f(x + 6h) — D?f(z)))
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S ot Friey (2 OR) = Frv, () i)
1212
Da f € C%(A) si ottiene
lim |D?f(z + 6h) — D*f(z)|| =0

< 0% 5(e -+ 01) — D25

Abbiamo dimostrato
Teorema. Assumiamo f € C?(A). x, x+h € Ax+thin Acont € [0,1],
h sufficientemente piccolo allora

flz+h) = +foz Yhi + = mezx] Yhihi + o(||h]|?) b — 0

1,j=1






CAPITOLO 6

Minimi e Massimi locali e globali

Tratteremo due casi:

e Punti di massimo e/o minimo di f appartenenti a un insieme aperto
Q; si parla allora di calcolo degli estremi liberi ossia si vogliano
individuare punti di estremi interni al dominio.

e Punti di massimo e/o minimo di f appartenenti a un insieme chiuso
e limitato K in cui considerare il fatto che possano appartenere alla
frontiera dell’insieme.

1. Punti critici di una funzione in due variabili

e A C R? ¢ un insieme aperto;

Punti critici Sia f derivabile (dotata di derivate parziali prime) in A
(aperto). Un punto (zg,yo) € A si dice un punto critico o stazionario per f
in A se

f$($07y0) =0, € fy(l'O,y(]) =0.

e I punti critici sono i candidati per essere punti di massimo o minimo
per la funzione f in A;

e Nel caso di funzioni di una variabile i punti critici sono i valori in
cui la derivata si annulla.

2. Carattere dei punti critici in due dimensioni

Una volta trovati gli eventuali punti critici di una funzione vogliamo
anche studiarne la loro natura, ovvero se (zg,yo) €:

e punto di minimo locale;
e punto di massimo locale;
e punto di sella.

Si ricorda che un punto (xg,yo) € A si dice di minimo locale per f se
esiste un intorno B,(z0,y0) = {(z — 20)? + (y — y0)? < 2} C A tale che

f(zo,y0) < f(x,y) per ogni (2,y) € Br(2o0,y0)-
Per i punti di massimo locale si richiede

f(wo,y0) > f(z,y) per ogni (z,y) € Br(xo,%0)-

3. Test per le derivate seconde

Sia f € C?(A). Sia (z0,0) € A un punto critico per f. Per determinare
la natura dei punti critici si puo ragionare come segue.

71
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e Calcolare la matrice Hessiana H¢(xo,10) nei punti critici:
fee(20,%0)  fay(T0,%0)
H ¢ (xo, = ’ v ;
#(@0:30) fey(®0,90)  fyy(z0,%0)
e Calcolare il suo determinante

det H(20,90) = faz(20,%0) fyy (20, %0) — (fay(20,%0))%;

e Capire se ci troviamo in uno dei seguenti casi

det Hy(xo,y0) > 0

— Se frzz(x0,y0) > 0 allora (zg,y0) € un punto di minimo locale;
— Se frz(zo,y0) < 0 allora (xg,yo) € un punto di massimo locale.

det Hy(xo,y0) < 0= (x0,%0) € un punto di sella.

Si noti che det Hf(xg,10) = 0 non ¢ incluso nei casi precedenti.

Esercizio 1

Esercizio 1 Determinare gli eventuali punti critici delle seguenti funzioni
e la loro natura.

(1) flz,y) =2+ y* — 22 +4y;

(2) flz,y) = rygyﬂ

Svolgimento esercizio 1 - I Determiniamo i punti critici di f. Dunque
calcoliamo le derivate parziali:

fz=2x—-2, f,=2y+4

I punti critici si ottengono ponendo uguale a zero le derivate parziali. Dun-
que i punti critici (z,y) soddisfano:

2z —2=0 =1
=
2y +4=0 y = —2

L’unico punto critico & dato da (1, —2). Le derivate seconde sono:
fx$:2; fa:y:fywzov fyy:2-

Dunque la matrice Hessiana & data da

20
Poiché
det Hy =4, e fu(1,-2)=2>0
allora (1,—2) ¢ un punto di minimo locale.
Svolgimento esercizio 1 - II (??): Determiniamo i punti critici di f.
Calcoliamo le derivate parziali:
P 2’ +y?+1— (v —y)(2)
T (ZL‘2 + y2 + 1)2
I punti critici soddisfano:
2 4 2 2 2
—z“+y“+1+2zy =0 T° = r==x
, y2 y o Y o yl
—xc+y"—1—-22y=0 1+22y=0 ry=—3

—2% —y* =1 (z—y)(2y)
(22 + 2 +1)2

s fy:
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dove abbiamo sommato e sottratto le due equazioni. Se x = y allora la
seconda ci fornisce 2 = —1, che ¢ impossibile. Mentre per z = —y la

-1,
seconda ci da:

Dunque i punti critici sono:

1 1 1 1
)
' V2 V2 V2 V2
Svolgimento esercizio 1 - III
Calcolando le derivate seconde si ottiene che:

_ 1 0
2

Poiché f,.(P1) = —% < 0, allora P; e un punto di massimo locale.

= detHf<P1) > 0.

Analogamente

0
1

V2

Poiché f.(P;) = % > 0, allora P; & un punto di minimo locale.

7

Hf(Pg) = = det Hf(Pl) > 0.

o8k

Esercizio 2
Esercizio 2 Delle seguenti funzioni determinare il dominio, gli eventuali
punti critici e la loro natura.

(1) f(z,y) =ylog(z + y);
(2) flz,y) = zylog(ay?) + 2.
Svolgimento esercizio 2 - 1
: Poiché il logaritmo e definito solo per numeri positivi si ha che

dom(f) = {(z,y) € R* : z+y > 0}.

Calcolo derivate prime:

Yy Y
fa Tty fy Og(x+y)+x+y
Per calcolare i punti critici, si ricorda che se (z,y) € dom(f) allora z+y > 0,
Y~

- =0 =0
T4y y o Yy o Y
log(x +y)+ —— =0 logz =0 x=1.

r+y

Dunque 'unico punto critico &: P = (1,0). Poiché

H(P) = ﬁ ;] = det Hy(P) <0.

Dunque P & un punto di sella.
Svolgimento esercizio 2 - 11
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(2): Poiché il logaritmo e definito solo per numeri positivi si ha che
dom(f) = {(z,y) €R? : 2> >0} = {(w,y) ER* : 2 >0 ey #0}.
Calcolo derivate prime:
fe=ylog(zy®) +y +2zy,  f, =xlog(zy®) + 2z + 2°.
Per calcolare i punti critici, si ricorda che se (z,y) € dom(f) allora x >0 e
y#0,
{ylog(myz) +y+2zy=0 N {log(ny) +14+2x=0
zlog(zy?) + 2z + 22 =0 log(zy?) +2+2 =0
Sottraendo le due equazioni otteniamo
1+22—-2—-2=0 & x=1.
Sostituendo nella seconda otteniamo
log(y?) +3=0 & =P &  y=+e .
I punti critici sono P = (1,6_%> e Py=(1, —e_%).

Svolgimento esercizio 2 - III Calcolando le derivate seconde si ottiene
che:

3
3e 2 2

HiP) =175 L

] = detHf(Pl) =2>0.

Poiché fy.(P1) = 3¢73 > 0, allora P; ¢ un punto di minimo locale.

Analogamente
_3
Hy(Py) = —he 2 3 = det H¢(P1) =2 > 0.
2 —2e2
Poiché f,.(P) = 3¢ < 0, allora P, ¢ un punto di massimo locale.

Esercizio 3
Esercizio 3 Delle seguenti funzioni determinare gli eventuali punti critici
e la loro natura.

(1) f(z,y) =y — 2sin(zy);
(2) f(z,y) = arctan(zy).
Svolgimento esercizio 3 - 1 : Determiniamo i punti critici di f. Dunque
calcoliamo le derivate parziali:

fo = —2ycos(zy), fy =1 =2z cos(zy).
I punti critici (z,y) soddisfano:

—2y cos(zy) =0 oY= 0 oppure cos(zy) =0
1 — 2z cos(zy) =0 1 — 2z cos(zy) =0

y=0
1-2z=0
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1

5,0). Calcolando le derivate seconde

L’unico punto critico & dato da P = (
abbiamo
Hy(P) = [_02 _ﬂ = det Hy(P) < 0.
Dunque P ¢ un punto di sella.
Svolgimento esercizio 3 - 11
(2): Determiniamo i punti critici di f. Dunque calcoliamo le derivate

parziali:
Yy x

fx = ) f - .
(1+ (zy)?) Y (1 (2y)?)
Dunque l'unico punto critico ¢ dato da P = (0,0). Calcolando le derivate
seconde abbiamo

H¢(P) = [(1) (1)] = det H;(P) < 0.

Dunque P & un punto di sella.

_ 4 _ x
b= T = T3 @)
Fou = — 2xy3
= T (@9)?)?
poo 2ty
W= T ()2
fzy - - 2x2y2

+
(L+(zy)?)? (14 (zy)?)
4. Minimi e Massimi locali

e Sia A un aperto CR" e f: A —> R, g € A. Assumiamo che esista
r > 0 tale che per ogni z € AN B,(xg) abbiamo f(z) > f(xo),
allora z¢ ¢ un punto di minimo locale e f(x) € il minimo locale.

e Sia A un aperto CR" e f: A = R, g € A. Assumiamo che esista
r > 0 tale che per ogni z € AN B;(xg) abbiamo f(z) < f(xo),
allora zp ¢ un punto di massimo locale e f(xg) € il massimo locale.

Punti di sella.

fla,y) =a® -y
(0,0) Punto stazionario

Classificare
fla,y) = e @9
folz,y) = —2ze~@H)
fylz,y) = —2ye~ @+
Calcoliamo
fow = —2e~ @) 4 42— (@ H07)

foy = —2e~ (T HY) 4 gy 26— (@)
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fzy = fyx = 4xye_(12+y2)
Matrice Hessiana
—2e~(FHY%) 4 4g2e (@407 dzye~ (@)
< 4aye~ @ +v?) —2e=(@+y?) 4 g2 (2% +y?) )

Calcolo in (0,0)

-2 0
0 -2
Determinante (= 4) primo elemento negativo (= —2).
(0,0) punto di massimo relativo  f(0,0) = 1.
Classificare gli eventuali punti stazionari della funzione definita in R? da
f(x,y) = cosx + siny

I punti stazionari della funzione sono dati dal sistema

o) .

= flz,y) =0 —sinz =0 =k keZ

%xf( ay) 7r7r ' .

agf(@y) =0 cosy =0 y=5+jr  JEL
Si hanno dunque infiniti punti stazionari, ciascuno di coordinate (km, 5 +

jm), al variare di k € Z, j € Z.
La matrice hessiana in un generico punto (z,y) e

—CcoST 0
H(z,y) = ( 0 siny> ‘
Calcolandola in un generico punto stazionario diventa
T . (—1)k+l 0

Il determinante della matrice Hessiana in un generico punto stazionario
risulta (—1)7T*. Dunque, se k e j sono entrambi pari o entrambi dispari, il
determinante risulta pari a 1 e dunque positivo; si trattera di punti di max o
min relativo a seconda del segni di (—1)*+1: se k & pari si tratta di un punto
di max relativo, se k € dispari si tratta di un minimo relativo. Ripetendo
se k e j sono entrambi pari si tratta di un massimo relativo. Se invece k e
j sono entrambi dispari si tratta di un minimo relativo. Se infine k & pari
e j ¢ dispari (o viceversa), abbiamo un punto di sella poiche il valore del
determinante ¢ —1. Esercizio. La funzione

f(x,y) = cosx + siny
ha
[a] un unico punto di massimo

E un unico punto di minimo
infiniti punti di sella

Determinare i punti critici (o stazionari) e classificarli.

f(x7y7 Z) - ($2 - 1)<y2 + 22 - 1)
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fo=20( +22-1)=0 f,=2y(x> ~1)=0 f, =22(z>—1) =0
(0,0,0) U (£1,y,2) 1>+ 22 =1

for =22 + 22 = 1) fuy =2(2% 1) |, for =2(2* = 1)
fa:y = fya: = 4xy fyz = fzy =0, for = fon = 422

2 0 0
H(0,000=[0 -2 o0
0 0 -2

I1 punto (0,0, 0) risulta di massimo locale.

0 -4y -4z
H(—l,y,Z) = _4y 0 0
-4z 0 0
0 4y 4z
H(l,y,z)=[4y 0 O
4z 0 0
Calcolo degli autovalori
A 4y 4z
H(l,y,z) =X = |4y —-X O
4z 0 =X

A =0, Ao =4Vy?+22 A3 = —4y? + 22

Analogo calcolo per I'altra matrice hessiana calcolata in (—1,y, 2).
Punti di sella.
Le condizioni necessarie.

e CONDIZIONE NECESSARIA DEL PRIMO ORDINE: Sia f :
A — R"™ — R Se f & derivabile in un punto zy di massimo (minimo)
locale interno a A, allora D f(xg) = 0. Punti critici o stazionari.

e CONDIZIONE NECESSARIA DEL SECONDO ORDINE: Sia f :
A - R* -5 R. Se f € C? in un intorno del punto punto zy di
massimo o minimo locale interno a A, allora D? f(x() ¢ semidefinita,
negativa (positiva).

5. Minimi e massimi relativi con determinante hessiano nullo.

fay)=@+y(l—(z+y)°) =(@+y) — (z+y)°

felz,y) =1-3x+9)?* =0 fu=—6(z+7)
Sy, y) =1-3@@+y)*=0, fy=-6x+y)
f:cy = fyz = _6<37 +y)
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1
2—7
(z+y) =3

Fare esempio per Esercizio
f(a,y) = (az + by)(1 — (az + by)?)

fla,y) = (x+y)(1 - (x+y)?)
r+y=t

Ft) = (1 —2) =t — 3 f’(t):1—3t2:0<:>t:i\}§
1 1 1 1
f(ﬁ)<0 f(_ﬁ)>0

6. Teorema di Weierstrass

K chiuso: Un insieme K e chiuso se l'insieme complementare in R™ &
aperto

K limitato: Un insieme K e limitato se esiste una costante L tale che
||z|| < L per ogni z € K.

fK—R

Se f(xo,y0) > f(x,y) per ogni (x,y) € K allora (zg,y0) ¢ un punto di
massimo globale o assoluto;

Se f(xo,y0) < f(z,y) per ogni (z,y) € K allora (zg,yo) ¢ un punto di
minimo globale o assoluto.

Teorema di Weierstrass. Una funzione continua in un insieme chiuso
e limitato K di R™ ammette minimo e massimo assoluto.

7. Minimo e Massimo in insiemi chiusi e limitati: ricerca di
minimi e massimi assoluti.

Assumiamo f € C'(R?) e K un sottoinsieme chiuso e limitato di R2.
Sull’insieme K, f assume il minimo e il massimo assoluto.

e Trovare i punti in cui si annulla il gradiente di f all’interno di K
(int (K)).

e Trovare i punti in cui si annulla il gradiente di f in K sulla frontiera
dell’insieme K.

e Valutare la funzione in tutti questi punti per trovare il minimo e il
massimo

)=1+22—9?in K,

1/4,1/2),(—1/4,1/2),

Trovare il minimo e il massimo della funzione f(z,y
dove K éil trapezio deliminato dai punti (1, 2), (—1,2), (
con il bordo incluso. Disegnare I’'insieme.

e Nell’ interno di K

fe(z,y) =20 fy(z,y) = -2y

Df(z,y) =0 <= =z =0,y = 0. Il punto (0,0) non appartiene
all’interno di K per tale motivo non lo consideriamo. Studiamo la
funzione sul bordo
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e Calcolare la funzione nei punti (1, 2), (—1,2),(1/4,1/2),(—1/4,1/2)

f(1,2) = f(-1,2) = -2

/A1) = f(-1/41/2) =1 - 2= 5

Calcoliamo la funzione sui segmenti del bordo

1
f(z,1/2) = x—z—i—l—x —l—i —1/4<z<1/4

f(@,20) =32 +1 1/4<z<1
f(z,2)=22—-3 —1<z<1

f(z,—2x) = =322 +1 —1<z<-1/4
e ponendo =0 le derivate troviamo i punti (0,1/2) e (0, 2)

f(0,1/2) =3/4  f(0,2) = =3

Come conseguenza dobbiamo confrontare

F0,1/2)=3/4 f(0,2)= -3 f(1,2)= f(~1,2) = -2

13
FO/A1/2) = F(-1/4,1/2) = 2
Quindi
13
T =(0,2) m=-3 @y =(1/41/2) o = (-1/41/2) M=
Sia f una funzione differenziabile in un aperto A di R™. A: [|A|| = 1.
of
=Df -\
O\ I

Disuguaglianza di Cauchy—Schwarz
\ \ <|IDf|

ove vale il segno di uguaglianza se e solo se D f e A sono paralleli. Assumendo
Df # 0, e tenuto conto

of
—||IDfll| < == < ||D
IIDf]| < o\ = [|IDf]]
Df
= — = ||Df]|
~ IDAIl
derivata direzionale massima
Df of
A= - — 2= —|IDf

[[Df]]

derivata direzionale minima.
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8. Regressione Lineare
Esercizio. Siano dati n > 2 punti distinti. Trovare la retta che mini-
mizza l’errore

n
F(ag,a1) = (a1 + ap — y;)?

=1
n

Z(alxj + ag — yj)2 =

j=1
n n n n n
a%Zx? —I—nag + Zy? + 2apa; ij — 2a02yj — 2a, Z:rjyj
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

{aao 230 (awj+ag —y;) =0
T = 22] 12j(aizj +ag—yj) =0
{QO” + al(Z] 1 25) = > i1 Y
ao( Y7y ) +ar (Yo %) = Y0y,
=l EE a3 - (e
Zj:l Lj Zj:l x; = ! = !
In generale si puo dimostrare det(D) # 0. Dimostrare nel caso di campio-

namento x; = j.

Z] n(l+n)(2n+1)
Lo2(1 4 ny2n + 1) — inQ(n F1)2 = 0201+ m)(2@2n + 1) — 3(1 +n))

‘ lej ZZ:NC%‘ ‘
E; 1T5Y;5 Zj:lxj

' Z?:l Ly ‘
ZJ 1% Z?:l x?
‘ Z?:l Yj '
Z] 1% Z?:l LiYj
' 2?21 L ‘
ZJ 15 Z?:l x?

Matrice hessiana
2n 22 T
H(ap,a1) = < - J)
22] 1Tj 22] 1 j
det(D) > 0. 2n > 0 punto di minimo locale. Esercizio Massimizzare
f(x,y) = 4zy soggetto ai vincoli

$2 yz
—+b—2:1 a>0,b>0
x>0, y=>0

Osserviamo x = 0 o y = 0 allora f(z,y) = 0.
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Stiamo considerando un problema di massimizzazione soggetto a vincoli:
consideriamo z > 0 and y > 0.
Equazioni parametriche della curva quando ¢ € (0,7/2).

{a:(t) = acos(t) t € (0,7/2)
y(t) = bsin(t)

F(t) = 4abcos(t) sin(t) = 2absin(2t) t € [0,7/2]
Fl(t) =0 < cos(2t) =0 2t = g thr to=

o = l’(to) = a\/§/2 Yo = y(t()) = b\/§/2

T
4

9. Minimi e massimi per funzioni non derivabili

Minimi e massimi per funzioni non derivabili: valutare la funzione ove
non e derivabile. Trovare il minimo della funzione

flx,y) = la[ + lyl,
in K chiuso e limitato. Per il teorema di Weierstrass abbiamo esistenza di
minimi e massimi globali.
Occorre valutare la funzione nei punti in cui non esistono le derivate
parziali prime.
11 punto (0,0) & di minimo globale.
fly) = |z + 1yl
K={(r,y) eR?:2* +¢* =1}
f(170) = f(—l,()) = f(o, 1) = f(Oa_l) =1

Utilizzo di coordinate polari

e x>0,y>0F(0) =cos() +sin(d) 6 € (0,7/2)
e x<0,y>0F(9) = —COS(G)+Sln()9€(7r/27T)
e 2 <0,y <0 F() =—cos(d) —sin(9) 0 € (m, 37)
e z>0,y <0 F(0) =cos(d) —sin(h) € (37,2 )
e x>0,y >0. F’()-—sm()—i—cos(@):()

e <0,y >0 F'(0) =sin(f) + cos(h) =0,
ox<0,y<0F’(): n(f) — cos(f) =0

e >0,y <0 F'(0) =—sin(f) — cos() = 0.

Esercizio: Determinare il minimo e il massimo assoluti.

10. Principio del massimo per le funzioni armoniche

Sia @ C R™ un insieme aperto regolare di R™. Sia f € C?*() una
funzione a valori reali. La funzione si dice armonica se soddisfa ’equazione
di Laplace

Af=0,

=1

Af(a:,y) = fxx + fyy
f(z,y) =€ cosy

ove



82 CHAPTER 6. MINIMI E MASSIMI LOCALI E GLOBALI

Esercizio.

A(af +bg) = aAf + bAg
[a] Vero E Falso

Esercizio.

A(fg) = (Af)g+2(Df) - (Dg) + f(Ag)

[a] Vero E Falso

Esercizio.f(z,y) = 2% — 3? soddisfa in R? 'equazione alle derivate

parziali Af = 0.

Vero b| Falso
[a]

Esercizio. In R le soluzioni di Af = 0 sono date da f(z) = cz + d con
¢, d costanti reali arbitrarie.

[a] Vero E Falso

fla,y) =2® =y
nella chiusura di B1((0,0)). Ricerca del massimo.

e Punti interni (0,0) in cui la funzione vale 0
e Punti sulla frontiera 6 € [0, 27].

f(8) = cos?# — sin® § = cos(26)
f(0) = —2sin(20) =0 < 20 =km, k€ Z
0=kr/2, kel
01 =0, 0o =7/2, 5 =m,04 =37/2, 05 =2r....
f(01=0)=f(0s =2m) =1, f(62) =—1, f(b3) =1, f(0s) =—1.
m=-1, M=1

Principio del massimo per le funzioni armoniche. Sia 2 un sottoinsieme
regolare aperto e limitato di R™. Sia

M = max{f(z,y), (z,y) € 002}
m = min{f(x,y), (z,y) € 0N},

e f una funzione armonica. Allora

m < f(z,y) <M (z,y) € Q.
Dimostremo
flz,y) <M (z,y) € .
La dimostrazione si basa sullo studio della funzione

ge(z,y) = flz,y) + ez + ) (z,y) €,

con € > 0. B
ge(x,y) € C*() N C(Q),

Age(r,y) = Af(z,y) +4e >0
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Allora non ci sono punti di massimo locali interni per g., infatti in tali
punti (z, ye) risulterebbe
Ag€(x€7y€) S O

Nota:
Hg(l’e, ys) = gacac(irea ye)gyy(xey ys) - ggy(ﬂﬂev ye) >0

g:m:(xmye) <0 = gyy(xeaye) <0,
quindi
Age(ze,ye) <0
Allora se (z,y) € Q si ha
ge(w,y) < max{f(z,y) + e(z® +y?), (z,y) € 0Q}.
Ricordando che Q & limitato per ipotesi, si ha che esiste un numero reale
positivo L tale che
Va2+y2 <L (z,y) € Q.
Se (z,y) €Q
ge(z,y) < max{f(z,y) +eL? (z,y) € 09} = M + €L,
ossia
F(@,y) + e(@?+y?) < M+ L2
Il risultato segue per € — 0.

11. Operatore di Laplace in coordinate polari

r >0, 6 €[0,2r). Ipotesi C2 su f.

T = rcosb;
y = rsinf.
or ou
_|or 06|  |cosf —rsind
Jr(r,0) = oy Oy _[sinG rcos@]
or 90
of gy 0000 0foy _ or L of
ar(rcos&rsme)— 5 Dy + By Or —COSGax—I-Sln@ay
of gy = Ofox ofoy o g0f of
89(7“0080,7"81119)— 8m89+8y69 = rsm@ax—i—rcoseay
aQ—f*cosGég—i—sin 99f _
or? or Ox orody

_ O (0f\Ox 9 (df\9y
= Cose(ax (8:1:) or oy (83:) 8r>+

ol 2 (21\0x 9 (95\ oy
oz \ oy )or oy\oy)or)
0% f 0% f 0% f
2 . .2
cos 97&%2 + 2 cos 6 sin 983@51} + sin 0783/2
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0f0r Ofoy_ L of o
89(7’C080 rsinf) = 5 89+8y80_ rsm&ax—i—rcoseay
0 f 0 of of of d of
(9(92 = —TSIDH@%—TC 89%—7“51110871/—*— COSH%@

of . Of
—TCOSQ% - rsm&a—y

of of
_mn9<ax (m) 26 " <ay <6x) 89)
of af B
ereost( 5 (30 ) 30+ (o (3 ) 39) =

—7(cos 0% + sin Og]yc)

LT -

+7 cos 0(6(126{1/ (—7rsind) + ;yfr cos ) =
—r(cosﬁgﬁ +Sin6’g£) +T2(Sinzagz _QCOSHSineaa;éfy 0o

Dividiamo per r2 ottenendo
7‘12225:_12{4— 0(‘%]; 2c059sin08i2§y+00529$
Mettendo insieme
7412((32]20:_71«Zf+ Og?;—QCOSQSinﬁaéfgy—i-cosQHgZ];
gjj; cos 9% + 2cosf sm@aazgy + sin? ngj;

92 1 92 2 2

Pf 10 10f P 0
or2 = r290?  ror  0x? 0Oy’

Esercizio Sia ¢ € R, e p € (0,1) calcolare

> preos(ke)
k=0

> prsin(ke)
k=0

Soluzione

= L 1-poos(@)
2 peoslkd) = T G+

o*f

82
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— . _ psin(e)

12. Formula di Poisson per il problema di Dirichlet
dell’equazione di Laplace nel cerchio

La formula di Poisson nel cerchio.
Consideriamo ’equazione di Laplace nel cerchio 22 + y? < R?, e asse-
gnamo una funzione al bordo del cerchio z? + y? = R2.

fzx(xay)+fyy($7y) :0 .’132+y2 <R27
f(@,y) =g(z,y) a? +y? = R%
Abbiamo cos’i formulato il problema di Dirichlet per ’equazione di Laplace

nel cerchio.

Motivati dalla geometria cerchiamo la soluzione in coordinate polari
F(r,0) = f(rcosf,rsin@)
In coordinate polari il problema si scrive

1 1
F.(r,0) + ;Fr(r, 0) + T—2F99(r, 0) =0,
0<r<RO<O<2T

F(R,0) = G(#) = g(Rcos 6, Rsin®)
0<0<2r
Assumiamo che la soluzione possa essere ottenuta come prodotto di due
funzioni

F(r,0) = H(r)K(0)
di cui K e limitata e 27w periodica, e H ¢ limitata.

H(r)I(6) + - H'(r)K(6) + 5 H(r)K"(6) =0
1 1 J—
o T KO+

w2 TE 0 =0

P2H"(r) + rHtr)H'(r) " KEG)K”(G) —0
K"(0) + m*K(0) =0

1
H{(r)

/ __L 1"
IO (r) = RO ()

r2H"(r) +r H'(r) = m?

7“2H”(r) +r

1
H{(r)

H{(r)

H(r)

1 " .
—mK 0) = m?>

K"(0) + m*K(0) =0
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Perche m?? K & 2mperiodica
K"(0)+  K() =0

A<0 = K =Ae VM 4 BeVM
K & 27 periodica : questa funzione non e 27 periodica a meno che
A=B=0

A=0 = K=A0+1B

dove A e B sono costanti. Questo non ¢ possibile a meno che A = 0.

e Quindi A = m?
K"(0) +m*K(0) =0
K (0) = ap, cos(mb) + by, sin(mb)
[
K (0) = ay, cos(mb) + by, sin(m#)
[

r?H"(r) +rH'(r) —m*H(r) =0

T2H”(T) +rH'(r) — m2H(T) =0
Assumiamo la soluzione della forma r® e cerchiamo «

[
ala —1)r* + ar® —m?r® =0

a>—m?=0

Affinche H sia ben definita al centro del cerchio, consideriamo la solu-
zione determinata dalla scelta a =m > 0

F(r,0) = r™(ay, cos(mb) + by, sin(mb)),

e, per linearita, la soluzione generale si ottiene tramite la serie

+oo
F(r,0) =ap + Z "™ (am cos(mb) + by, sin(mf))

m=1

Tornando al dato sul bordo

e espansione di Fourier expansion di G
+oo
1 .
G(0) = S0+ Z (aum, cos(mb) + By, sin(m#))

Q€ B sono i coefficienti di Fourier della funzione G

m=1

27
am== [ G(6)cos(m)ds
T Jo
1 27
Bm = — G(¢) sin(me)do
™ Jo

Osserviamo che F(R,0) = G(A). Quindi
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ag = 5040 am =R ™oy byp =R "B

Sostituiamo nell’espressione della F

T 400 m
Pe0 =1 [Towis+ 3 (5) et - oyias
Osserviamo
1 X /r\™.
4 n; <R> gim(6-0) _
1— %ez(d’—@) 2 1- %ez(d’—@) 2
Abbiamo

1 R
1— %eilo=0) — R —rcos (¢ —0) —irsin(¢—0)

Allora
R(R —1rcos(¢p—6)+irsin(¢—0)) B
(R —17cos(¢p—0) —irsin(¢—0))(R—rcos(¢—0)+irsin(¢p—0)
R%? —rRcos (¢ — 0) + iRrsin (¢ — 0))
(R? — 2Rrcos (¢ — 0)) + 12

Osserviamo che

(R—rcos(¢p—0)—irsin(¢—60))(R—rcos(¢p—0)+irsin(¢p—0)) =

(R —rcos (¢ —0)*+rsin® (¢ — 0) = R* — 2Rr cos(¢ — 0) + 12
Prendendo la parte reale del precedente calcolo

1T R% —rRcos (¢ — 0) 1
F(r,0) = 7r/0 G(¢)<R2 —2Rrcos(¢p—0) +12 2)d¢

Tenendo conto che

R%? —rRcos (¢ — 0) I
R2 —2Rrcos(p—0)+r2 2
2R? — 2rRcos (¢ — 0) — R? + 2Rrcos (¢ — 0) — 12
2(R? —2Rrcos (¢ — 0) +r?

1 2w R2 _ T2
F(r,0) = 27r/0 R2 — 2Ry cos (¢ — 0) + 12 G(9)do

otteniamo la formula di Poisson per il problema di Dirichlet dell’equa-
zione di Laplace nel cerchio.







CAPITOLO 7

Funzioni derivabili in senso complesso

Funzioni complesse. Funzioni derivabili in senso complesso. Condizioni
di Cauchy-Riemann Dal punto di vista formale la definizione di derivabilita
in un punto zy presenta analogie alla definizione di derivabilita per funzioni
reali di variabile reale, occorre sottolineare che i due concetti sono profon-
damente diversi e la condizione di derivabilita complessa & estremamente
forte.

Dato zg € C e f: C — C se esiste finito il limite del rapporto incremen-
tale (inteso come quoziente di numeri complessi)

. 2o+ Az) = f(z0)
1 pu—
A, Az f(z0)
dove il rapporto si puo scrivere:
flz0+Az) = f(20) _ u(zo+ Az, yo + Ay) — u(zo, yo) .
Az Az + 1Ay
Z-’U(UCO + Az, yo + Ay) — v(z0, Yo)
Az + 1Ay
Assumiamo ora che la f(z) = u(z,y) + iw(z,y) sia derivabile in C. Sia
zg € C.
(Az,0) = (0,0)  (0,Ay) — (0,0)

lim u(xo + Az, yo) — u(xo, yo) n i’U(UCo + Az, yo) — v(wo,yo) _
Az—0 Ax Ax

uz (20, Yo) + vz (0, Yo)

i u(zo0, Y0 + Ay) — u(xo,y0) | .v(zo,¥0 + Ay) —v(z0,%)
1im - +1 - =
Ay—0 1Ay 1Ay

uy (20, Yo)
1
Uguagliando i limiti, deduciamo le Condizioni di Cauchy- Riemann

+ vy (20, yo)

uz (20, Y0) = vy(xo, Yo)
uy (0, o) = —vz(Z0, Yo)

e La funzione f(z) = Z non verifica le condizioni di Cauchy-Riemann

in C.

e La funzione f(z) = e* verifica le condizioni di Cauchy-Riemann in
C.

e La funzione f(z) = cosz verifica le condizioni di Cauchy-Riemann
in C.

89
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e La funzione f(z) = Z non verifica le condizioni di Cauchy-Riemann
in C.

[a] Vero E Falso

uz (20, Y0) = vy (20, Yo)
Uy(xo,yo) = —vz(z0,Y0)

u(a:,y) =7, U(I7y) =Y
dunque
uy =1 vy =—1
e La funzione f(z) = e® verifica le condizioni di Cauchy-Riemann in

C.

[a] Vero E Falso

e =u(xz,y) +iv(z,y)
u(z,y) = e* cosy
v(z,y) = €“siny
Uy = €" Cosy = vy

uy = —e’siny = —u,

VERO: La funzione e* verifica le condizioni di Cauchy -Riemann in C.

Ux(-'E[), yO) = Uy(manO)
uy(x07y0) - _Ul‘(xoay())

cos z = cos x cosh y — ¢ sin x sinh y

u(z,y) = coszcoshy v(x,y) = —sinxsinhy
uy(z,y) = —sinzcoshy vy (z,y) = —sinz coshy
uy(z,y) = cosxsinhy v,(x,y) = —cosxsinhy

f(2) = |z|? verifica le Condizioni di Cauchy Riemann SOLTANTO nel
punto zg =0

[a] Vero E Falso

f(2) = |z|? verifica le Condizioni di Cauchy Riemann solo nel punto
zo = 0 Infatti: u(z,y) = 2% + y* e v(z,y) = 0 dunque v, = v, = 0 mentre
uy; = 27 e uy = 2y pertanto il solo punto dove sono soddisfatte le Condizioni
di Cauchy Riemann & (0,0)

eiz _ e—iz 1
sinz=———=—((e¥—¢Y)cosx +i(e ¥+ ¢eY)sinx) =
24 27
coshysinz + ¢sinhycosx
Ricorda

€ —e " =(eV —e¥)cosx +i(eV +e¥)sinz

Condizioni di Cauchy Riemann
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f(z) = f(z +1iy) = u(z,y) + iv(z,y)

Si puo dimostrare

e Siano u(z,y) e v(z,y) due funzioni differenziabili e soddisfacenti le
condizioni di Cauchy Riemann in un insieme aperto A allora f &
olomorfa in A.

Ricordiamo Sia A un aperto di R? esia f: A - R
f ¢ differenziabile in (z,y)
e f ammette derivate parziali prime
e vale

(h,k)—(0,0) Vh? + k2

Esempio di funzione olomorfa in C: f(z) = e?, f(z) = cosz,

f(z) =sinz, f(z) =2"

0

D(e*) = ¢€*
D(cosz) = —sinz, D(sinz) = cos z
— Da
f'(20) = uz(20,90) + vz (20, Y0),

ricavare la derivata complessa
D(e*) = ¢e?

Se f & olomorfa in C allora f si dice una funzione intera
Si puo dimostrare
— La derivata complessa di una funzione olomorfa ¢ continua.
— Se f ¢ olomorfa in A allora f & dotata in A di derivate com-
plesse di ordine comunque elevato
— Questa proprieta mette in luce la profonda differenza tra le
funzioni di una variabile reale e le funzioni di variabile com-
plessa. In R una funzione puo ammettere derivata di ordine
n ma non n + 1 e anche se derivabile la sua derivata potrebbe
non essere continua.
~ (@) = alal
— Esistono funzioni derivabili in tutti i punti di un intervallo,
con derivata non continua.

22sin L xz#£0
f(a:):{os e wfo

Dalla definizione

lim f(ZO —+ Az) - f(Z()) _ f/(ZO)

Az—0 Az
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D(z?)
3_,3
. 27— & .
lim =% = lim 22 + 23 + 220 = 32}
Z—20 2 — 20 Z—20

D(z") =nz""! neN,

Una funzione analitica ¢ una funzione localmente espressa da
una serie di potenze convergente.

Una funzione derivabile in senso complesso in un aperto A &
detta analitica, nei complessi 1’esistenza della derivata prima im-
plica quella delle derivate di ordine superiore e si pud dimostrare
che tutte le funzioni olomorfe su un insieme aperto sono analitiche.
Di conseguenza, in analisi complessa, il termine funzione analitica
¢ un sinonimo di funzione olomorfa.

1. Funzioni armoniche coniugate

La parte reale e la parte immaginaria di una funzione olomorfa
sono funzioni armoniche

Ugz + Uyy = 0
Vgz + Vyy = 0
Verifica
cos z = cosx coshy — isinzsinhy
u(z,y) = coszcoshy v(x,y) = —sinxsinhy
Infatti delle equazioni di Cauchy-Riemann

Uy = Uy, Uy = —Ug,
si ha:
Upy = VUyx
Uzy = Uyy
Uyy = — Uz
Uyy = _'Umy-

Sommando la prima e l'ultima e la seconda e la terza e utiliz-
zando il teorema di Schwarz sull’ invertibilita delle derivate parziali:

Uz + Uyy = 0
Vg + Uyy = 0.

u € v si dicono armoniche coniugate.
Esempio per calcolare I'armonica coniugata di una funzione
armonica u(z,y)

u(z,y) =y> — 322y +z+y
Questa funzione & armonica perche:

uy = =6y + 1, uzpy = —06y
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uy:3y2—3m2+1 Uyy = 6y
Dunque
Ugg + Uyy = —6y + 6y = 0.

Volendo trovare ’armonica coniugata v(zx, y), utilizzando le con-
dizioni di Cauchy-Riemann
Uy = vy si ha:

Uy = —6xy + 1 = vy.
Integriamo v, mantenendo fissata la variabile x

v(z,y) = / —6rydy +y = —3vy* +y + ¢(z),

¢(x) & una funzione arbitraria dipendente da = da determina-
re. Per utilizzare 'altra condizione di Cauchy-Riemann u, = —v,
deriviamo v

Vg = _3?/2 + ¢x($),
Calcoliamo u,

uy = 3y* — 3% + 1.
Uguagliando ricaviamo ¢

3y% — 322 +1 = 3y* — ¢,(x)
dalla quale per integrazione:

¢(x):x3—x+c,

dove c ¢ la costante di integrazione.
v(z,y) = -3z’ +2° —z+y+c

Esercizio. Descrivere 7 in termini complessi.
Applicare la definizione di logaritmo complesso principale al
numero —1:

In(—1) =In| - 1| +iarg(—1) =Inl +ir =0+ imr =in

e si ricava

Esercizio. Calcolare tutti i possibili valori di (—1)~% al variare
dell’argomento.
(71)—2' _ 6ln(—1)_i _ 6—i1n(—1) —
e—i(i(7r+2k7r)) _ 67r+2k7r
Esercizio. (Valore principale)
In(-2) =In| —2|+iarg(—2) =In2+ir =In2 +iw

Esercizio
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Sia f una funzione olomorfa su un aperto A C C. Se f = u+iv,
(con u,v funzioni a valori reali, e z = x + iy), dimostrare

Uy Uy
Det = [f'(2)]
Vy Uy

Per funzioni a valori complessi non possiamo parlare del mas-
simo della funzione perche i numeri complessi non sono ordinati.
Possiamo considerare

£ (2)l

Insiemi connessi in R?

Un insieme aperto A si dice connesso se non esistono due aperti
disgiunti non vuoti di R? la cui unione sia A.

Ricordiamo il Principio del massimo per funzioni reali. Sia 2
un sottoinsieme regolare aperto e limitato di R?, f una funzione
armonica. Allora

max f = max f
£19) a
Inoltre (Principio del massimo forte) se 2 € connesso ed esiste

un punto (o, yo) € €2 tale che f(zo,yo) = max_y allora f é costante
in Q.

2. Il teorema del massimo modulo

Il teorema del massimo modulo
— Se f(z) ¢ una funzione analitica non costante in aperto e

connesso limitato D e continua sul bordo 9D allora il valo-

re massimo di |f(z)| sulla chiusura di D viene raggiunto su

0D.
Esercizio. Dimostrare che esiste z € C tale che |z| =1, |cos(z)| >
1

Soluzione: cos(z) analitica in C. Consideriamo |cos(z)| nella
regione |z| < 1. Il massimo viene assunto sul bordo |z| = 1. 1l
punto z = 0 interno verifica | cos(z)| = 1.

3. Il Teorema fondamentale dell’algebra

Sia f(z) = ap + a1z + - -+ + apz™ un polinomio non costante
a coefficienti complessi. Allora f possiede almeno una radice, cioe
esiste zp tale che f(z9) = 0.

Dimostrazione. Possiamo assumere a,, # 0. Per assurdo assu-
miamo f(z) # 0 per ogni z € C. Scriviamo allora

z

1 . 1 . 1

lim T T
(20angs + - +a1z +ao
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Moltiplicando numeratore e denominatore per (" si ha

li L )
im — =
|zl>+o0 f(2)

Pertanto, fissato ¢ € C, esiste un numero reale positivo R tale

che
1 1
<

IF) 1 ()]
per ogni z tale |z| > R. Possiamo prendere |c¢| < R Sia K il disco
chiuso di centro 0 e raggio R. le” ¢ continua in K, (chiuso e

limitato), essa possiede un massimo in un punto w € K. Ora
il punto w non puo appartenere alla frontiera di K. Quindi w &
interno a K. Dal principio del massimo modulo si deduce che ﬁ

¢ costante, e quindi che f(z) & costante: una contraddizione.

4. Il teorema di Liouville

Per le funzioni armoniche:R™ — R di variabile reale vale il
teorema di Liouville

Sia f : R® — R armonica e limitata. Allora f ¢ costante.

Ossia: Non esistono funzioni armoniche limitate e non banali
in tutto R™.

Ritornando alle funzioni di variabile complessa:

Se f & olomorfa in C allora f si dice una funzione intera. Una
funzione f e limitata se la sua immagine € un sottoinsieme limitato
del piano complesso.

— Il teorema di Liouville afferma che una funzione intera limitata
€ una costante.
La dimostrazione e basata su f = u + v con u e v armoniche
e limitate.

e”? = e7®e¥ = e¥(cosx — isinw) la funzione & olomorfa in C
per il teorema di Liouville ¢ illimitata.

Le regole per il calcolo di limiti di funzioni complesse seguono
le regole note per funzioni reali

lim fl(z) = 51 lim fg(z) = £2

Z—r20 Z—r20

Allora
lim fl(Z) + fg(z) =/ +/4y lim fl(z)fg(z) = {14y
Z—20 Z—r20

Jim [f2(2)] = J61

lim 2" = 2z
Z—r20

— Data f(z) = u(z,y) + w(z,y), lim,,, f(2) =0 <= 2z =
xo+iyo £ =wug+ vy

lim U= Ug lim v = 1y
(z,y)—=(xo,y0) (z,y)—=(@o,y0)

Calcolare
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lm 2|z| +i2® — i
z—1+1

lim ze®
Z—T

5. Singolarita isolate e serie di Laurent.
Esempio di funzione olomorfa in C: polinomio di ordine n
f(z)=ap+arz+---apz"

Esempio di funzione olomorfa in C\ {£i}

1
fz) = 2241
Definizione. Siano A un insieme aperto e f una funzione olomorfa
in A\ {z0}. Si dice che zy ¢ una singolarita isolata per f se esiste
un intorno I di zp contenuto in A in cui la f risulta olomorfa in
I\ {20}

Esempi f(z) = ﬁ, SiZnQZ, el/z.

Funzioni che non sono analitiche in qualche punto non ammet-
tono sviluppi in serie di Taylor nell’ intorno di tali punti. Tuttavia
risulta ancora possibile una rappresentazione in serie di potenze, in
un intorno del punto di non analiticitd zg, contenenti potenze sia
positive sia negative di z — 2.

+oo +oo
f(z) = Z an(z — 20)" = Z bn(z — 20) "+
n=—00 n=1
“+o0o
Z en(z — 20)"
n=0

In un intorno del punto di non analiticita zg:

B(z0,R)\ {20} ={2:0 < |z — 20| < R}

Serie di Laurent per una funzione complessa f(z) in un punto zy:

+oo
n
f(2)= > an(z—20)",
n=-—00
dove a, sono termini costanti, definiti tramite un integrale di
linea
1 f(z)dz
n — - 1
2mi S, (2 — z0)" "
Il percorso di integrazione « si intende in verso antiorario intor-
no a una curva chiusa semplice che circonda il punto zy all’interno
di una corona circolare in cui f(z) risulta olomorfa.
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A questa formula che utilizza 'integrale complesso nella pratica
si preferisce la costruisce la serie di Laurent a partire da combina-
zioni di sviluppi noti.

1 1
f(z)=-+

z 1—1z

zp = 0 Osserviamo % serie di Laurent in z5 = 0 con a_; = 1 'unico

coefficiente non nullo (z # 0). Ora partendo della serie geometrica
possiamo esprimere

1 =
_ n
1—2 Z Z
n=0
convergente per |z] < 1. Dunque

1
f(z):;+l+z+22—|—...,

valido per 0 < |z| < 1.

1 1
f(z)_z—l_z—Q
+oo
1 -1 .
z—l_l—z__zz’
n=0
con |z| < 1. Vale anche
+o0 +oo
S e P UCaE D D}
z—1 Z(l—;) Zn:O nzlz
valido per |z] > 1.
1 1
f(z)_z—l_z—2

In modo analogo

1 -1 11N 1*2"’ 2\"
z2—2 2—z  2\1-2z/2) 2 2) 7

n=0

con |z/2| < 1, that is |z| < 2 Vale anche

+oo +oo

1 1 1 1 2\ " on
Sty oin(Y) Xaw
z—=2 z(1-2) =z —\z e ot
valido per [2/z] < 1, that is |z] > 2. Concludendo
NI (B)" k<1
FR =15 w+s,5 ()" 1<l<2
;:iolzi”_ :i% Z%+17 |Z| > 2.
+o00 1 1 +00 1
n
f(z) = 27+§Z(§) 2" 1< |zl <2
n=1 n=>0
Esempio Sia
eZ
f(z) = 2
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Per trovare lo sviluppo in per z vicino a 0, utilizziamo lo sviluppo
in serie di Taylor di e*

+o0 Sk
Zk.
Tk X k-2 too Sk
22 ZQZk':kZo!:kgzw

Esempio Trovare la serie di Laurent in potenze z — ¢ per z vicino
a i della funzione

1
241
Osserviamo
I 1
241 (z—i)(z+1)
1 1 1 1

2+i 24 (2—d) 21—i(z—i)

L’ultima frazione viene ora sviluppata in serie geometrica per
z vicino a 1, :

%:Hé(z¢)+<;(2i)>2+(;(zi)>3+...:

n=0

Sostituiamo questo sviluppo nell’espressione di 1/(z 4 7) e di-
vidiamo per z — i entrambi i membri: otteniamo infine

z2l+1 :(;> Zii(;f(;)g(zi)(;y(ziﬁ

La parte con indici negativi della serie di Laurent viene detta
parte principale della serie, mentre quella con indici positivi o nullo,
parte regolare.

6. Classificazioni delle singolarita isolate.

— Singolarita eliminabile
La singolarita isolata zg si dice eliminabile se esiste il limite

lim f(z) =L eC.

Z—20

Condizione equivalente:
— I termini a_j, della serie di Laurent sono tutti nulli per k£ > 1.
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Esempio: la funzione f(z) = Sinz(z) presenta una singolarita elimi-
nabile in z =0

. 2 B . C
smz—z—g—kﬁ—ﬁ—P‘- per ognl z €
e Z2n+1
. _ _1\n
smz—Z( 1) 2n+1)!
n=0
sinz

z

= i(—l)nz%(zn + 1)!
n=0

— Polo
La singolarita isolata zy si dice un polo se esiste un numero intero
positivo n tale che esista il limite

lim (z — 20)" - f(2) =L € C,

Z—r20
con £ # 0. Il numero n si dice ordine o molteplicita del polo.
Un polo di ordine 1 si dice semplice.
Condizione equivalente:
— Esiste solo un numero finito (diverso da zero) di termini a_j
non nulli della serie di Laurent.
— Polo del primo ordine in zy = —1 per f(z) = %+ perche

z+1
z 1
f(z)_z—l—l_iz—i—l

— Ricordiamo: sia zg una singolarita isolata per f. zp é un polo
di ordine n se e solo se esiste non nullo il limite

+1

lim f(2)(z —29)" =¢ € C\ {0}

Z—r20
Polo del primo ordine in zg = ¢ per f(z) = ﬁ perche
lim(z — i) 5 = ——~ € C\ {0}
im(z —i)——— = .
o, 2241 i+4d
Una funzione razionale complessa

p(2)
fz) ==+
q(z)
dovep e g sono polinomi senza radici comuni. La funzione &
definita su

C\{z1,.--,2n},
dove z1,...,z, sono le radici di ¢q. z; ¢ un polo, il cui ordine &
pari alla molteplicita della radice.

z+1
f(z):ma

ha un polo di ordine 1 in 0 e un polo di ordine 2 in 1.
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Esercizio. Classificare le singolarita isolate
(2 —1)?
f(z) =

z(z+1)3

— Singolarita essenziale
Una singolarita essenziale ¢ una singolarita isolata che non rientra
nei casi precedenti, cioe che non sia né una singolarita eliminabile
né un polo.

Condizione equivalente:
— Esiste un numero infinito di termini a_; non nulli della serie
di Laurent.

flz)=e>

oo
1 1
ez =
Z nlzn
n=0

Definizione. Una funzione definita in un aperto A C C olo-
morfa tranne in eventuali singolarita isolate si dice meromorfa se
le singolarita non sono essenziali.

— Ogni funzione razionale ¢ meromorfa in C.

Classificare le singolarita

1 —cosz
20 =0 2
z
sin z
Z():iﬂ' )
24—

Classificare le singolarita

1 —cosz
20—0 D)
z
sin z
20 = tm 3 3
Z2° =T
ef —1
zZ0 =
z

Classificare le singolarita

20=10 :
ZSsin z

. 20 = 0 polo di ordine 2 ?

[a] Vero E Falso

1

z0=0 e =2

— Se f e g hanno una singolarita essenziale in z = zg posso dire
che fg ha una singolarita essenziale in z = zy?

[a] Vero E Falso
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B e~ 1/7 z# 0

Sull’asse reale

e~ 1/ x# 0
flo) = {0 x=0

risulta C°°(R), mentre nel piano complesso f(z) non e olomorfa in
0.

Infatti preso z = iy
1 1
lime 22 = lime? = +00
z—0 y—0

Descrivere le singolarita di
1— 627riz

f&=—rt

Soluzione. Gli zeri del denominatore sono le radici quarte di 1,
ovvero 1, i, —1, —¢ e sono semplici. Il numeratore si annulla per
e?™* =1, il che equivale a z € Z; ne segue che +1 sono singolarita
eliminabili. Continuare ’Esercizio...






CAPITOLO 8

Curve, Integrale curvilineo di funzioni

1. Curve

n = 2 Curva: un’applicazione continua da un intervallo I in R?.
pitel = pt)=(z(t),yt) € R?
— Segmento di estremi (zg,y0) e (z1,y1)-

x =z +t(r1 — 20) t €10,1]
y=yo+ty1 —yo)

— Circonferenza di centro (zg, o) e raggio r.

x =x09+rcost t € [0,27]
Yy =1yo+rsint

Distinguere la curva dal sostegno della curva: ecco due curve
distinte con lo stesso sostegno

x=cost tel0,2n]
y =sint

x = cost t € [0,6m]
y =sint

Il sostegno della curva ¢ dunque € l'immagine dell’intervallo [
tramite la curva ¢: ¢(I).
I =a,b
— Definizione di curva semplice: una curva si dice semplice se per
t1 # to di cui almeno un punto interno a I si ha ¢(t1) # ¢(t2)
— Definizione di curva chiusa: una curva si dice chiusa se p(a) =
©(b)
— Definizione di curva regolare: Sia ¢ € C!. La curva si dice
regolare se

()% + 4/ (1) > 0 Vt € (a,b)

Disegnare (a) una curva chiusa, (b) una curva semplice, (¢) una
curva non semplice.

Sia ¢ : [a,b] — R? la curva. Per definire la poligonale bi-
sogna scegliere i punti sulla curva. Sia quindi p una partizione
dell’intervallo [a, ]

p={ti€fa,b]:a=ty<t; <...<t,=0>}

103
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La lunghezza della poligonale
\/(x(tl) - x(to))Z + (y(t1) — y(to))?
oo Vi) = altn1)) + () = y(tn-1))? =

Z V() — 2(ti0)? + () — ylti1)?

La lunghezza della curva: estremo superiore di questa quantita
al variare della partizione. Se tale valore risulta finito, la curva si
dice rettificabile.

= sup Z V(@) — x(tiz1))? + (y(t;) — y(tiz1))?

Scelto un numero finito di punti lungo la curva e connettendo
ogni punto al successivo con un segmento, sommiamo le lunghezze
dei segmenti e otteniamo la lunghezza del cammino tramite poli-
gonali. Per il singolo segmento utilizziamo la distanza euclidea tra
i due estremi. La lunghezza della curva e I’estremo superiore della
lunghezza del cammino della poligonale, al variare delle poligonali.

Teorema di rettificabilita delle curve C!. Sia ¢ : [a,b] —
R? una curva di classe C'. Allora ¢ rettificabile e vale

/ N(C 02t

Esempio di curva non rettificabile t € [(), 1]

(t)=t
y(t) =tsing t#0; y(t) =0pert=0

Suddivisione
1 1 11
e —— |
[O’2n+1’2n—1’ 573’ ]
1 A
Sln((Z + 5)71-) = (_1>Z7 L= 07 y 1
Punti
1 j 1

2+ 1’ 2j +1

ovej>1. Pj_y = (%%1, (—1)j_12j.1—_1). Valutiamo \/(a:pj —xp, )%+ (yp, —yp;_,)?

2 2 45
\/(4j2—1) + (4j2_1) >5

Il risultato segue passando alla somma su j.
La seguente curva ¢ chiusa? E’ regolare?

{x@):te% te0,4]

—

y(t) = 31> —t

Soluzione:
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Per ¢t = 0, otteniamo il punto (0, 0), mentre per ¢ = 4 otteniamo
(4e=*,4). Poiché le posizioni iniziale e finale non coincidono, la
curva non e chiusa.

La curva data ¢ di classe C!

{x’(t) —el(1-1)

y'(t)=t-1
Tuttavia, poicheé al tempo ¢t = 1 (interno all’intervallo [0, 4]), si ha
(2/(1),y/(1)) = (0,0), deduciamo che la curva & non regolare in

[0,4] (si pué tuttavia dire che ¢ regolare a tratti).

1.1. Circonferenza.

{x:rcost t € [0,27]

y =rsint

27
L(p) = / \/(—7“ sint)? + (rcost)2dt = 2mr
0
Esercizio Data la curva

x(t) =+2cost  t€0,7/4]
y(t) = V2sint

allora vale

w/4
/0 VE B2+ (02t = /2

[a] Vero E Falso

Esercizio

x = el cos(t) telo,7]
y = elsin(t)

Calcolare la lunghezza (L = v/2(e® — 1))
1.2. Arco di Ellisse. Arco di Ellisse a > 0,b >0 cona > b

x = acos(f) 0 €10,3]
y = bsin(0)

/2 /2
L= / V' (0)2 +y'(0)2d0 = / Va2 sin? 6 + b2 cos? Adb
0 0

sin?f = 1 — cos?@ e la sostituzione t = % — 0 si ottiene un

integrale ellittico che andremo a risolvere per serie.

a

/2 w/2 a2 — b2
/0 Va2(1 — cos? 0) + b2 cos? 0df = /0 a\/1 — ——5— cos? df
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. 2_ 12
Poniamo k2 = aaif

w/2
a/ V1 — k2sin?0d6
0

Ricordiamo se a € Re |z] < 1

(14 2)" = io ((Z)x’“

k=0
o 1 k=0
k = oz(a—l)(a—i!)...(a—k—&-l) kcN
Si ottiene
2 2 p\2 = (3 25 12§
1—k%sin“0)2 = —1)J Q,)k]sinjﬁz
1=t =3 (G
j=0
1 = 1
2 .2 i(2)\ .25 25
1—514: sin 0+Z(—1)J<j)k:351n19
7=2
Osserviamo
113 2j—3 .
3 :(_l)j—1§§§"‘]T :(_l)j_11'3‘~--(29—3) _
J J! 275!
. 1-3-...(29 —
(71)]—1 3 ( J 3)

2j2(j — 1)2(j — 2)...2

13 (2j-3) (2 -3
— VT g Y g

ove n!! indica
n dispari il prodotto di tutti i dispari tra 1 e n,
n pari il prodotto di tutti i pari tra 2 e n.

/2 IX (253 . [7/2 .
a/ V1 —k2sin?0dh = a(Tr — Z (‘77.3)“1452] / sin?/ 0d9>
0 2 0

I
= @)
Dimostriamo
/2 . SR ]|
/ <in2 0do — Eu
0 2 (@2
Per j = 1 risulta verificata (scrivere in dettaglio).
Assumendo
T2 25 — 1)!!
/ sin 9do — E(Ji‘)
0 2 (2
dimostreremo
/2 ;
/7r sin20+1Y) gap = EM
0 2 (25 +2)!
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Infatti

w/2 ) /2 )
/ sin? ! 0 sin 0df = / sin® 1 9(— cos §)'df
0 0
. 9 /2 .
= sin? "1 §(— cos 9)\8/ +(2j+1) / sin® 6 cos? 0df
0

w/2 )
= (25 + 1)/ sin® 0(1 — sin? 0)do =
0
/2 ) w/2 )
(25 + 1)/ sin? 0do — (25 + 1)/ sin® 12 9dp
0 0
w/2 ) w/2 )
(25 +2) / sin?*20dg = (25 + 1) / sin® 9df
0 0
Utilizzando l'ipotesi induttiva
/Wsin?j“ede: (2 +1) 7 (25 — D! (25 + 1)
0 (25 + 2)!!

2j+2)2 2) 2

In conclusione
/2 > 27 — 1)1\ 2
L:a/ \/1—]{:2811129&&9261z l—z - (2 - )“k:]
0 2 — 27 -1\ (2)!

Moltiplicando per 4

b= 27ra<1 - io 2]'1_ 1 <(2?2;)3!)!!kj>2> _

j=1

1\? 1-3\2 k4 1-3-5\2k6
oma |[1— (=) K2—(=—22) = — .
m[ (2> g (2.4> 3 (2-4.6> 5

Approssimazione per ellissi con eccentricita piccola

b
L(g) = / VIt W)t

2. Asteroide

Sia a > 0: , ,
r3 + Y3 =as.
Data la simmetria consideriamo x, y positivi

z(t) =t y(t)=f@) tela,]
[0, ]

wiN

w

Yy = (a% —gj%)i

w

2

y’:§(a3 —xg)é(_
L

a
/ 1+ (a§ —a:g)argdx:/ agac*%dx:
0 0

1
xr 3 =

2
O e gxé)> dz =
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R 312 3
as x”3dr = za3a3 = -a
0 2 2

L =6a

108

3. Asteroide equazioni parametriche
Asteroide ¢ = 1. La figura richiama l'immagine di una stella

che brilla.
Equazioni equazioni parametriche

xr=cos’t, y=sin’t, te]0,2n]
e regolare a tratti. Possiamo calcolarne la lunghezza.

x'(t) = —3cos’tsint ¢/ (t) = 3sin®tcost

il cui modulo risulta
3
3V cos?tsin?t = 5\ sin(2t)]

xm, %77, 27 ossia la curva non e regolare

Vale 0 per t = 0,7,
nei punti corrispondenti ai valori del parametro precedentemente
calcolati, che sono i punti (£1,0),(0, £1).

%
=
0

sin(2t)dt = —3 cos(2t)|§ =6

| W

4. Arco di parabola

y= -2 x€[0,d]

2

b
L) = [ VItV aPds
L(p) = /Oa V14 22dx

In questo caso

Occorre ricordare
r_ ,—x T —x
sinh(z) = % cosh(z) = %

(sinh(z))" = cosh(z) (cosh(x))" = sinh(x)
(cosh (z))* — (sinh (2))? = 1

1
/ V1+a22de = §(settsinhx +avV1+22)+c
settsinhz = In(z + 1+ 22).

Si pone x = sinh ¢ Si ottiene

1
/cosh2 tdt = §(sinh tcosht +1t)+c
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Si procede alla sostituzione t = sett sinh x

a
1
/ V14 22dx = i(a\/ 1+ a? + settsinha)
0

5. Curve nello spazio

Definizione Sia I C R un intervallo e d la dimensione dello
spazio (di solito d = 2 o d = 3). Una curva e un’applicazione
@ : I — R" continua.

Una curva e un’applicazione e 'immagine di tale applicazione
cioé I'insieme

{o(t) : tel}
definisce il suo sostegno (il corrispondente disegno sul piano o nello
spazio).
Esempio

— forma cartesiana: equazione costituita da tutti i punti P =
(x,y) le cui coordinate soddisfano un’ equazione.

(x =1 +4* =1

— forma cartesiana:

— forma polare

— forma polare

x = p(#)cosb x'(0) = p' cos@ — psiné
y = p(f)sind y'(0) = p'sinf + pcosd

(p' cos B — psin@)? + (p'sin @ + pcosh)? =
(0 + (p)
01
A N IO
)

Lunghezza della curva in forma polare
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6. Cardiode

Il suo nome esprime la sua forma di un cuore.

p=a(l+cos(d)) 0 €[0,2n] a>0

01
L= oO7+ (626 =
o

2m 2m
/ \/@2(1 + cos(0))2 + a2 sin? 0df = / V2a+/1 + cos(0)dd =
0

0

(dalla formula di bisezione)

2w 0
/ 2a| cos (5)|d6 = 8a
0 2

7. Spirale

Spirale: curva che si avvolge attorno a un determinato punto
centrale avvicinandosi o allontanandosi progressivamente, a secon-
da di come si percorre la curva.

Spirale Logaritmica

p=e 0c0,2kn] keN, b>0

2km
V1402
L= Ve 200 4 p2e—2000 — 7;_ (1— 672ﬂ—kb)
0
per k — 400 otteniamo
V142
b

(lunghezza dell’intera spirale)

8. Spirale di Archimede

p=a-+b0 0e0,2kn], keN,a=0,b>0

2km 2km

L= Vb2 4 b202d0 = b V14 62d0 =
0

0

g (ln(2k7r + vV 1+ 4k2m2) + 2km/1 + 41{:271'2)
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9. Curva regolare a tratti

— Una curva si dice regolare a tratti se I = [a,b] si pud suddi-
videre nell’unione di un numero finito di intervalli su ciascuno
dei quali la curva risulta regolare.

— Curve equivalenti
Parametrizzazioni equivalenti: esempio

¢ = (cost,sint),t € [0,27], (s) = (cos(2s),sin(2s)), s € [0, 7]

sono due parametrizzazioni diverse della circonferenza di cen-
tro lorigine e raggio unitario percorse nello stesso verso (curve
equivalenti).

Definizione. Due curve ¢ e 9 definite rispettivamente in I =
[a,b] e I' = [, B] a valori in R? si dicono equivalenti se esiste
un’applicazione

g+ [a,b] = [, 5],
di classe C! tale che ¢/(t) # 0, Vt € [a,b]

esempio (1) = ¥(9(t)) = ¥(4)
10. Cammini orientati

Disegnare il sostegno della curva orientata nel verso indotto dal
parametro.

() = (t,V/3t), te0,1]
Yo(t) = (1 —t,V3), te0,1]
v3(t) = (0,V3(1 — 1)), te[0,1].

(t,+/3t) te0,1]
V() = (2—1,V3), tel1,2]
(0,v/3(3 — 1)), t€2,3].

Disegnare la curva data dai lati del triangolo di vertici (0,0),(1,0)
e (0,1), percorsa in senso antiorario.

(1—t1) te0,1]
y(t) =< (0,2 —1), te1,2]
(t —2,0), te2,3).

— Integrale curvilineo. La funzione f e’ definita sul sostegno
della curva ed e’ ivi continua.

b
/fmz/fmmmm¢wwﬂ+wwWﬁ
© a

L’integrale curvilineo ¢ invariante per parametrizzazioni equi-
valenti ed anche per cambiamento di orientazione sulla curva
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11. Esercizi

Esercizio 1 Sia f(x,y) = zy verificare che

/fds—/fds
dove

v(t) = (cost,2sint), te [0,
d(t) = (cos2t,2sin 2t), te [O,
Svolgimento esercizio 1.

Per semplicita svolgeremo solo il calcolo del primo integrale. Il
secondo e analogo. Dalla definizione si ha

%
/deZ/ 2costsinty/sin?t + 4 cos? tdt
o' 0
= /2 2costsinty/1 + 3 cos? tdt.

0
Con la sostituzione u = cost si ha (ricorda du = — sin tdt, u(0)

eu(n/2) =0)

™ 0
/2 2costsinty/ 1+ 3cos? tdt = —/ 2uv/ 1+ 3u?du

0 1
1 1
:3/ 6uv 1+ 3u2du
0
172 2\3/2] 1
_3[3(1+3u) }o

_1<16 2)_14
- 3\3 3/ 9

=1

Esercizio 2 Calcolare

/ fds
~
nei seguenti casi.

(1) flz,y) =V1-a?e
~(t) = (cost,sint), t € |0,27].

() @) =150

v(t) = (cost,sint), te [O, g}
(3) flz,y) = Va*+y?e
v(t) = (2(cost +tsint), 2(sint — t cos t)), t €[0,2n].

Svolgimento esercizio 2 - I
(1): Calcoliamo f su v:

fz(t),y(t)) = V1 —cos?t = |sint|.
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Poiche (2/(t))? + (y/(t))* = 1 abbiamo

27 ™
/fds:/ sintdtzZ/ sintdt = 2[— cost]; = 4.
v 0 0

([2): Calcoliamo f su v:
cost
t )= ——~
F(t)9(0) = e
Poiche (x’(t))Q + (y,(t))Q 1 abbiamo

2 t
[rao= [
v o 14sin“t

Svolgimento esercizio 2 - II : (continua) Con la sostituzione
u =sint si ha

5 cost 1 1
/ Osfzdt:/ ﬁdu:arctanu]ézz.
0 1—|—51n t 0 1+U 4

: Calcoliamo f su +:
Fla(t),y(t) = 2v/1 + 12,

Inoltre +/(t) = (2t cost, 2t sint) percid:
(@'(8)” + (/' (1))* = 4t>.

Dunque

27 2 R Yos
/fds—Q/ 2t\/1+t2dt:2[§(1+t2)%}0
.

0
4
=la +47%)2 —1].

Se v ¢ una curva del piano e I" il suo sostegno e f una funzione
continua a valori > 0 I'integrale curvilineo della f si puo pensare co-
me 'area della superficie costituita dai punti dello spazio compresi
tra I' e il grafico di f su I

Esempio di integrale curvilineo: calcolo del baricentro. ¢ curva
semplice regolare a tratti.

b
w0= 5 [ o0 V0P )P

1 b
=115 | 9O VO 0P
Asteroide in [0, ], @ = 1, la lunghezza vale %

VDR T O = 5 sin(20)

Bl
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Calcolare yq

Teorema di Guldino: (Area della superficie generata da ro-
tazioni)

L’area della superficie generata dalla rotazione di un angolo « di
una curva regolare ¢ & data dalla lunghezza della curva moltiplicata
per la lunghezza dell’arco di circonferenza descritto nella rotazione
dal baricentro.

—a=27
— ruotiamo rispetto all’asse x; coordinata y del baricentro

b
L(lw) / y(t) V@ O + (7 (0)2dt

— lunghezza dell’arco di circonferenza:2myq

Yo =

Ao lL bt\/'t2 1) 2dt —
— s <so>/ay(> @ (0)7 + (o (1))t =

b
o / y(t) V@ O + (7 @)t

Uno sferoide ¢ una superficie tridimensionale ottenuta per ro-
tazione di un arco di ellisse attorno ad uno dei suoi assi principali.
Esistono tre tipi di sferoide:
— se ’arco superiore dell’ellisse € ruotato attorno al suo asse
maggiore, si ottiene uno sferoide prolato.
— se 'arco superiore dell’ellisse € ruotato attorno al suo asse
minore, si ottiene uno sferoide oblato
— se l'arco superiore € una semicirconferenza, la superficie otte-
nuta e una sfera.
La superficie di un ellissoide ottenuta per rotazione: la parte
superiore dell’ellisse viene ruotata rispetto all’asse x: assumiamo

a>b

Ricordiamo 'equazioni parametriche dell’arco di ellisse

x(t) = acost, te0,7]
y(t) = bsint.

A=2m /0 ") VO F 0t

V@ ®)? + i (0)? = 1/ (a?sin? ¢ + 12 cos? t =

a2 — b2
Va2 — (a2 —b2)cos?t = ay/1 —

cos?t

a

A= 27rb/ sint\/(a2 sin?t) + (b2 cos? t)dt =

0
m 2 _ 12
27rab/ sint\/l— a 2b
0 a

cos? tdt
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T 2 _ b2
2mwab / sint\/ 1-— a 5 cos? tdt =
0 a

i
27rab/ sinty/1 — k2 cos? tdt =
0

k
e
—k

k

2
/\/a2—$2d$—a2arCSinx+;\/a2—$2 +C
a

a=1

1
/\/l—xde:Qarcsinx—i—;\/l—xQ +C

2mab [* 27ab (1
Ta / V1= @2dy = ¢ (2arcsinaz+;\/1—:p2\’jk> =
—k

k k

5 )
T<arcsink—l—k:\/1 — k2> = 27rab<arczlnk + 41— k2> =

27rab< arczink + b) = 2mbarcs]jn b omp?

a

La sfera puo essere pensata come una rotazione ottenuta ruo-
tando attorno all’asse x il grafico della funzione

f(z) = vV R? — 22 che rappresenta una semicirconferenza di rag-
gio R . Pertanto, per il teorema di Guldino, ’area della superficie
sferica risulta:

+R
A=2m @)1+ [f'(@)]? do =

+R 5 5 R +R
2w VR — 24 ———=dr =27 Rdz =
“R VRZ — 22 /—R

271R(R + R) = 4 R?.
Area della superficie conica (laterale). retta (0,0) (h,r)

r

f(x)fhw 0<z<h

2 1
% h? + r2§x2|g =7arvVh®+1r2=mnra



116

CHAPTER 8. CURVE, INTEGRALE CURVILINEO DI FUNZIONI

12. Lunghezza di una curva

Sia p(t) = (z(t),y(t),2(t)) con t € I = [a,b] una curva di classe
C! (ovvero x,y, z sono derivabili con derivata continua). Allora la
lunghezza della curva ¢ e data da

b
L) =/ V(@ ()2 + (v (1))? + ( (1))t

Esercizio - Lunghezza di un’elica L’elica di equazioni parame-
triche date da

©(t) = (cost,sint,t), t € [0,27].

Calcolare la lunghezza di .
Svolgimento esercizio
Nota che

¢ (t) = (—sint,cost, 1), t € (0,2m).
Poiché cos?t + sin?t = 1 si ha

L(y) = 7 V2dt = 2mV/2.

0



CAPITOLO 9

Forme differenziali

1. Forme differenziali
Forma differenziale lineare C'!(A) (coefficienti C*(A)), A aperto
w=a(r1,...,zp)dx1 + ...+ ap(z1,...,2y)dz,
La forma differenziale
w=ai(z1,...,zp)de1 + ...+ an(z1,...,2)dz,

¢ chiusa se e solo se vale 'uguaglianza

aCLj _ 8&1'
al'i N 8:6]'
perognii,j=1,...,n
n=2
w = a(z,y)dx + b(z,y)dy
oa _ b
oy Oz
ay = by

Una forma differenziale lineare definita su A C R™ aperto, con-
tinua (a; continuo). Sidice che w ¢ esatta in A se esiste una funzione
F : A — R differenziabile detta primitiva tale che

OF
63:1- N

Consideriamo la forma differenziale

a;

w = ydx + zdy (z,y) € R
Cerchiamo primitive F' attraverso la soluzione di
F.=y Fy==x
Da F, = y per integrazione rispetto a x otteniamo F(z,y) = zy +
G(y) deve risultare G(y) = ¢
F(z,y)=zy+c

Un insieme A C R? si dice connesso per archi se per ogni coppia
di punti P e (Q di A esiste una curva che li collega.
Esiste una funzione continua ¢ : [a,b] — R? tale che

pla) =P ¢(b) =Q
Teorema.

117
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Sia A un aperto connesso. Se la forma differenziale w(x,y) e
esatta in A allora ammette infinite funzioni primitive, se G ¢ una
primitiva tutte le altre primitive possono essere calcolate in questo
modo

F(z,y) = G(z,y) + k,k eR

dim. Si pone

H(J}?y) = F({Ij,y) - G($7y>

H, = H, =0 in A un aperto connesso. H costante A C R? A
aperto
— Se w € C'(A) & esatta allora & chiusa. Infatti

F,=a F,=0.
Da cui otteniamo
Foy=ay Fy, =10,
Uguagliando le derivate miste:
ay = by.

In generale non vale il viceversa.
— Tuttavia: se w € C!(R?) risulta chiusa allora & esatta (da
dimostrare)

w = ydz + zdy (z,y) € R?

¢ esatta in R? (perche individuiamo facilmente una primitiva
F(z,y) = zy) e quindi chiusa in R

w = ydr + xdy (z,y) € R

¢ esatta perche w € C1(R?) e risulta chiusa.
La forma differenziale seguente
Yy x
w=-— +y2d:c + 2 +y2dy
definita nell’aperto del piano A = R?\ {(0,0)}
e chiusa: verificare

T 2 _ 2
( Y )y:( Y

a2+ 2 w2+y2)$: (22 + )2

Esercizio. In R2 consideriamo la forma differenziale

1 4y
=|——=s—-€"|do — | ————== — &Y |dy.
o= (rrme =)= ()

Stabilire se la forma risulta esatta in R? e in tal caso determinare
una primitiva.

Esercizio

Calcolare una primitiva della seguente forma differenziale.

— w(z,y) = ycos(zy)dx + <a: cos(zy) + y2>dy su R?;
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Svolgimento esercizio I Dalla definizione abbiamo che, se F' &
una primitiva allora

(*) ycos(xy) = F, xcos(zy) +y° = F,.

Integriamo la prima rispetto a z:

F=gy)+ /yCOS(xy)dw = g(y) + sin(zy).

dove g € una funzione arbitraria che dipende solo da y. Derivando
la precedente

Fy = g'(y) + @ cos(zy).

Da (EI) e la precedente abbiamo

%
= g(y):§+c

Dove ¢ € R. Una primitiva di w & data da

g ) =y

%
F(z,y) = sin(xy) + 3

2. Forme differenziali in R?

w=a(x,y, z)dx + b(x,y, 2)dy + c(z,y, z)dz
Condizione di forma chiusa
ay =by a,=c; b,=cy
Esercizio. La forma w = zzdx + zyzdy + 32%dz risulta chiusa in
R3
[a] vero E falso

-n=3
a(x,y, z)dz + b(z,y, z)dy + c(x,y, z)dz

di classe C1(R3) ed esatta in R3.
Determinare le condizioni analoghe a a, = b, nel piano.
— Data

w(z,y) = 2zydr + z2dy
la forma risulta chiusa? La forma risulta esatta? In caso
affermativo calcolare una primitiva della forma differenziale.
F (x ) y) = ny
Data la forma differenziale
z

1 1
w= (ry + —=)dx + (=2 + y2)dy + (§y2 + arctan x)dz

1+ 22 2

— stabilire se la forma risulta esatta in R3.

w = a(z,y, z)dz +b(z,y, 2)dy + c(z,y, z)dz
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— la forma risulta chiusa

ay =by a;=c; b,=cy

1 1

Gy =Tbe =T 0= 775 @ =10

b. =y Cy =Y

L’insieme: R3
— In caso affermativo, calcolare una primitiva

Fo(z,y,2) =2y + 170
Fy(z,y, 2 ) 2962 +yz
F.(z,y,2) = 3y* + arctanz

z
F(z,y,2) = /$y+1+$2dx+<p(y72)

Ne segue
F(x,y,z) = %$2y + zarctanz + ¢(y, 2)
Sostituendo nella seconda e nella terza
Fy(,,2) = 32 + 0y (3,2) = 52 455 9(0,2) = 3072 +6(2)

1 1
F,(x,y,z) = arctanx + §y2 +9/(2) = §y2 + arctan o

1 1
F(z,y,2) = §$2y + zarctanx + §yzz

3. Integrale curvilineo di una forma differenziale

w = a(z,y)dz + b(z,y)dy
L’integrale curvilineo di una forma differenziale si calcola nel
modo seguente:

/ w= / 2 (1) + bla(t), y(1)y (£)]dt

ove ¢ € una curva regolare a tratti contenuta in A in cui sia fissato
un orientamento e una rappresentazione parametrica (z(t),y(t))
con t € [a,b] il cui verso di percorrenza coincida con I'orientamento
assegnato su .

Ricordiamo che a ogni curva possiamo associare un verso di
percorrenza o orientamento, indotto dalla rappresentazione para-
metrica. Si dice che il punto P = ¢(tp) precede il punto Q = ¢(tQ)
nel verso indotto dal parametro ¢ se

tp <tg

A differenza dell’integrale curvilineo di funzione, I'integrale di una
forma differenziale dipende dall’orientamento della curva e si deve
sempre specificare. Se —p € una curva equivalente a ¢ ma orientata
nel verso opposto f_‘p w=— fww
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— w esatta: possiamo calcolare l'integrale lungo una qualsiasi
curva congiungente i suoi estremi (non chiusa) stessi punti
iniziali e finali.

— w esatta: l'integrale lungo una qualsiasi curva chiusa vale 0
Se ¢ & una curva regolare a tratti possiamo decomporre ¢ defi-

nita in [a, b] suddividendo a =ty < t; < ...txy = b mediante curve
regolari @1, v2,...,pN con @; = @ in [ti_1,t;] i=1,...N

/w:/ w+--~/ w
[ P1 PN

Sia A un aperto connesso. Per ogni coppia di punti P e @
di R? indichiamo con ¢(P, Q) I'insieme non vuoto di tutte le curve
regolari a tratti con sostegno contenuto in A e aventi e come estremi
i punti P e Q e lo stesso verso di percorrenza.

Teorema Sia A un aperto connesso e sia w € C(A). Allora w
¢ esatta se e solo se per ogni coppia di punti P e @ di R? e per
ogni coppia di curve @1 e pg € ¢(P, Q) (stessi punti iniziali e finali)

risulta
=]
®1 P2

TeoremaSia A un aperto connesso e sia w € C(A). Allora w &
esatta se e solo se per ogni curva chiusa regolare a tratti ¢ con
sostegno contenuto in A risulta

/w:O
%)

y x

w=—m y2d:1: + 7T y2dy
definita nell’aperto del piano A = R?\ {(0,0)}
e chiusa:

La forma seguente

o 2 _ g2
(————5)y = ( y

T2+ 2 x2+y2)x: (22 + y2)2
ma la forma w non & esatta in A.
Curva chiusa: circonferenza di centro l'origine e raggio 1.

b
/ la(z(t), y(£)2' (t) + bz (t), y(1))y'(£)]dt =

2m
/ [sin®t + cos® t]dt = 27
0

Calcolare l'integrale di

- Yy z
Y= _:c2+y2dx+ x2+y2dy
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lungo larco di circonferenza di centro (0,0) raggio 2 e estremi
(2,0) (v/3,1), orientata in senso antiorario. Osserviamo che la rap-
presentazione parametrica della circonferenza con verso antiorario
e

(2 cos(t), 2sin(t))
Il punto (2,0) corrisponde al valore del parametro ¢t = 0 I punto

(v/3,1) corrisponde al valore del parametro ¢ = 3

b
/ﬁwmwwa»fu»+mmwwa»y@mﬁ=

/ *sin?t + cos? t]dt = ©
0 6

Consideriamo 'integrale curvilineo della forma
w = ydr + xdy (z,y) € R

lungo tre curve diverse 1, p2, @3 per raggiungere da P = (0,0) e
Q@ = (1,1), con orientamento indotto dalla parametrizzazione.

x(t) =t z(t) =t
Pyt =12 tef0,1 lyt)=t telo1]
z(t) =0 x(t) =t
Plyty=t  teo,q U Yyt =1 teo,1]

b 1
o1 [ lale(0), v (©) + ba®)y(e)y O)dt = [ ¢+ 28t =1

0

b 1
P2 :/ [a(z (), y(t)2'(t) +b(w(t)7y(t))y'(t)]dt=/o t+t=1
b
@3 : / [a(x(t), y(£)2'(t) + bz (t), y(t))y' (t)]dt = 1

4. Funzioni primitive

Teorema. Sia w di classe C! esatta in A aperto e connesso
di R? e sia ¢ una curva regolare a tratti il cui sostegno ¢ inte-
ramente contenuto in A congiungente due punti P = (zp,yp) e
Q = (zg,yq) di A nel verso che va da P a @ . Allora

/w = F(zq,yq) — F(zp,yp)

con F' qualsiasi primitiva di w
Esempio
w = ydr + xdy (z,y) € R?
Funzione primitiva (esercizio precedente di calcolo dell’integrale
della forma)
F(z,y) =y
F(z(1),y(1)) — F(2(0),5(0)) =1
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/ w= / a(xz,y)dz + b(x,y)dy =
@ @
/ Fy(z,y)dx + Fy(z,y)dy =
)
b
[ 1), 5(0)2'®) + Fy (a0, y0)y ()t =

b
/ %F(w(t),y(t))dt = F(a(b),y(b)) — F(x(a), y(a))

Insiemi semplicemente connessi

D dominio: chiusura di un insieme aperto di R?

Insiemi semplicemente connessi in R?: a livello intuitivo, essi
coincidono con gli insiemi privi di buchi.

Definizione Un insieme aperto connesso A C R? si dice sempli-
cemente connesso se, data una qualsiasi curva ¢ semplice e chiusa
regolare a tratti con sostegno contenuto in A, & la frontiera di un
dominio limitato D interamente contenuto in A (I'interno di ¢ ¢
contenuto in A) .

In R? sono insiemi semplicemente connessi i seguenti insiemi:

— tutti gli aperti convessi (In R? un insieme convesso & un insieme
nel quale, per ogni coppia di punti, il segmento che li congiunge
¢ interamente contenuto nell’insieme.)

In A semplicemente connesso una forma differenziale di classe C!
chiusa e esatta.

Non sono invece semplicemente connessi in R? gli insiemi:

— tutti gli aperti privati di un punto (in particolare,R?\ {(0,0)});

— le corone circolari.

In A semplicemente connesso una forma differenziale di classe
C! chiusa ¢ esatta.

Data la forma differenziale

w = [1 +sin(x + y)]dx + sin(x + y)dy.

(i) stabilire se & chiusa in R

(ii) stabilire se & esatta in R2.

(iii) calcolare una primitiva (F(z,y) = x — cos(x + y))

(iv) Data la curva curva o = cos3t,y = sin®¢ con ¢t € [0, %],
calcolare l'integrale curvilineo della forma sulla curva con l’orien-
tamento dato dalla parametrizzazione.

z(3) = cos®(%) = 0,y(3) = sin®(5) = 1 2(0) = cos®(0) =
1,y(0) = sin®(0) = 0

F(x(35),y(5)) — F(2(0),4(0)) = F(0,1) — F(1,0) =

—cos(1) —1+cos(l) = —1
Teorema In A semplicemente connesso una forma differenziale

chiusa di classe C! ¢ esatta.
Esercizio: calcolo di primitiva

A={(z,y) eR?: y > 2%}
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— 3y — 222
w= Y gz + ( v
(y —x2) 2¢/(y — z?)
Sia w una forma differenziale esatta in R2
w = a(z,y)dx + b(z,y)dy

Per il calcolo della primitiva procediamo in questo modo

+ 2)dy

F,=a F(z,y)= /a(m,y)dm +9(y)

Imponendo la seconda condizione Fy, = b determiniamo per
integrazione rispetto a y la funzione g e quindi la funzione F

A={(z,y) eR*:y > 2%}

_ — 92
w = it dx + ( 3y —2¢

(y — 2?) 2¢/(y — 2?)

La forma differenziale ¢ esatta: calcolo della primitiva

/ _xQ gy = =22 + o)

2y — 222 + J 3y — 222
W=+ o)y = Yo ) = T+

gy =2 gly)=2y
La forma differenziale

w = (32%y — y*)dx + (2 — 2zy + 1)dy

& esatta: calcolare una primitiva

+2)dy

F(z,y) = 2%y — a2y’ +y
Calcolare l'integrale curvilineo della forma differenziale

w = zydy

su ¢ ove ¢ ¢ l'arco di circonferenza 2 + y? = 1 percorso in senso
orario situato nel quadrante positivo degli assi.

w/2
/w:—/ cos? tsintdt =
© 0

Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
w = (2z + 3y)dx

su ¢ ove ¢ ¢ il bordo dell’insieme limitato definito dalla parabola

Yy = 2 e Y = V3z percorso in senso antiorario.

V3
o / (2t + 3t%)dt = 3+ 3V/3
0

V3 9
©2 —/ (2t+3\/§t)dt:—3—§\/§
0
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[ 1

5. Esercizi di riepilogo
— Esercizio 1 Data la forma differenziale
w = xdx + 2ydy

calcolare I'integrale esteso all’arco di circonferenza di equazioni
parametriche

77

2

orientata nel verso indotto dal parametro.

— Esercizio 2 Data la funzione
3 3
_r. Yy

Calcolare eventuali punti stazionari e classificare tali punti
(min, max, sella).
— Esercizio 3

x(t) = cost, y(t) =sint, 0<t<

Sia data
0 0¢€[-m—F)
flx) =143 rel[-5,7%)
0 r€[5,m)

ripetuta in modo periodico in R.Calcolare il coefficiente ag, b3,
as e ajgo della serie di Fourier di f
(S =% + 37 ay cos(kx) + by sin(kz))

— Esercizio 4 Selezione la risposta giusta motivando la risposta.
La serie di potenze

& 2n

Z (;T)inﬂaz” risulta
e

n=1
— Esercizio 5 Data la forma differenziale
w = xdx + 2ydy
calcolare I'integrale esteso all’arco di circonferenza di equazioni parametriche
T
x(t) = cost, y(t) =sint, 0<t < 5

orientata nel verso indotto dal parametro.

w/2 /2 /2
— / costsintdt + / 2sint costdt = / costsintdt =
0 0 0

1 - 1
—~ cos? t|0/2 = —
2

— Esercizio 6
Data la funzione

flz,y) =

w| 8,

3
Y
+3xy
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— Esercizio 7 Calcolare eventuali punti stazionari e classificare tali punti (min,
max, sella).

folwy) =2 =1 fy(z,y)=y>—1

Pi=(1,1) Po=(-1,1) Py=(1,-1) P, = (-1,-1)

f;va:(afvy) =2 fyy(xay) = 2y f;vy(xay) = fy:v(xay> =
P = (1,1) punto di minimo relativo f(1,1) = % —2= —%
P, =(—1,1) punto di sella f(—1,1) =0
P; = (1,—1) punto di sella f(1,—1) =0
Py = (—1,-1) punto di massimo relativo f(—1,-1)=—-2+2=3
— Esercizio 8 Sia data

0 0¢[-m—5)
f(x): % T € [*%a%)
0 x € [§,m)
ripetuta in modo periodico in R. Calcolare il coefficiente ag, b3, ag e aigy

della serie di Fourier.
La funzione risulta pari: bg = 0,

1/31 1
aoz— _——=
™ _12 2

1 (21 1 sin(k%)
ap = ; /g 5 COS(kiU)dCC = ; 2

1sin(37) 1

a3 _ — = —_——
T 3 3T

1 sin(507)

= —— = O

4100 = 7100

— Esercizio 9

Selezione la risposta giusta motivando la risposta.
La serie di potenze

0 2n

> A i
(62)n+1x risulta

n=1

[a] convergente per ogni x reale E sempre divergente nessuna delle precedenti

IR i
] (e2)nt1 2 L (e2)n

Per il criterio della radice convenge per |z| < ;—22 e dunque la risposta risulta
().

— Esercizio 10 Classificare la seguente curva:

) x(t) = sint t € [0,3n]
T {y(t) = cost

A) chiusa e semplice B) chiusa ma non semplice
C) semplice ma non chiusa D) né semplice né chiusa
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— Esercizio 11
Siano date le due curve

Ja(t) = cos?t te[0, 5]
e y(t) = sin3t

x(t) = cost t €0, 5]

72 y(t) =sint

Possiamo dire che
A) Sono entrambe regolari  B) Nessuna delle due é regolare
C) Soltanto 71 é regolare D) Soltanto 7y é regolare
— Esercizio 12
Sia data la forma differenziale definita in tutto R?

ye™Vdx + ze™dy

Calcolare l'integrale curvilineo di tale forma differenziale lungo la curva
orientata nel verso indotto dal parametro

{;c(t): 14 cost te 0, %]
y(t) = sint

A)e—1 B)l-—e

C)2r D) —-2rm

E) nessuna delle precedenti risposte é corretta
— Esercizio 13

Sia data la forma differenziale definita in R?

V1+(x+y)2de+ 1+ (x+y)2dy
Tale forma ¢é esatta in R2?
A) Si
B) No
— Esercizio 14
Sia data la forma differenziale definita in R?

V1+ (z+y)2de+ Y1+ (x +y)2dy

Tale forma é esatta in R2?
A) Si
B) No

— Esercizio 15 Detta « la curva (cost,sint), t € [0, ], calcolare l'integrale

curvilineo
/ ye®ds
.

A)l—e B)e-1 C)2 D)-2 E)nessuna delle precedenti risposte

e e
€ corretta
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Esercizio Il valore del parametro reale e positivo a per cui la cardiode
p=a(l+cosh) 0 € [0, 27]

ha lunghezza 5 vale

5 6
B D3
1 @ nessuna delle precedenti risposte é corretta

— Esercizio 16
Sia (z,y) € R%. Allora

fl@y) =@ —1)2+ (y — 1)2

¢ derivabile (parzialmente) in (0, 0).

[a] Vero E Falso

— Esercizio 17 Sia x € R. Allora

+oo J}k
coshx = kzzo 2h)!

[a] Vero Falso

— Esercizio 18.
Trovare i coefficienti della serie di Fourier di una funzione f definita
in [—7, ) ripetuta per periodicita in R. Sia

0 ze[-m—F]
fl@)=q5 z€(-%,5)
0 =ze[f,m)

in [—7, ) ripetuta per periodicita in R.
Calcolare il coefficiente aqg

— Esercizio 19.
Data la funzione

flaz,y) =2 +5e7Y
(i) Determinare il gradiente di f

(ii) Determinare la matrice hessiana di f
(iii) Classificare eventuali punti in cui si annulla il gradiente.
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Df(z,y) = (—4we™", —10ye™¥")

8x2e~7° — 4= 0
D? =
f(@:y) [ 0 20y26_y2 — 106_92}

D?f(x,y)|(0.0) = [_04 —20]

Il gradiente di annulla nel punto (0,0). La matrice hessiana ha determinante
positivo e primo elemento negativo. Il punto (0,0) & di massimo relativo:
f(0,0) =T1.

— Esercizio 20.
f(z,y) = zy ¢ differenziabile in (0,0) ?

[a] si Eno

— Esercizio 21.
Calcolare le derivate parziali prime della funzione f(z,y) = arctan(zy).

y X
Jo(z,y) = T4 222 Jy(z,y) = 11222

Esercizi.
1.Data la forma differenziale

e’sinydr + e cosxz dy

stabilire se la forma & chiusa.
2.Calcolare l'integrale

/ e’ siny dx + €Y cosz dy,
.

x(t) = 2t,
y(t) =2t

con v data dalla curva

orientata nel verso indotto dal parametro, dat = 7 at = 7.
3.Calcolare 'integrale
/ e’ siny dx + €Y cosz dy,
.

con v data dalla curva

x(t) = 2t,

y(t) =2t
orientata nel verso indotto dal parametro, dat =7 at = 7.

La forma differenziale non ¢ chiusa.

2
/ e’ sinydx + eY cosx dy = / (2€? sin(2t) + 22 cos(2t)) dt
,y s

4

T=2t

/ﬂ(eT sin(r) + e” cos(7)) dr

™

2

/eT sin(7) dr = €” sin(1) — /eT cos(7)dr =



130 CHAPTER 9. FORME DIFFERENZIALI

/ ¢ sin(r) dr + / ¢" cos(r) dr = ¢ sin(r)

/exsinyd$+eycosxdy = —e32
.

4. Determinare il raggio di convergenza della serie di potenze

+oo
X

3

n=1

n

5. Classificare la seguente curva:

Ja(t)=sin®t  te]0,4r]
v y(t) = cos®t

a| chiusa e semplice
D

semplice ma non chiusa

@ né semplice né chiusa

@ chiusa ma non semplice

6. Siano date le due curve di equazioni polari

yip=e? 6 € [0, 2n]

v2:p = (1+cosh) 6el0
Possiamo dire che

[a] Sono entrambe regolari

Soltanto 1 é regolare
7.Sia

E Nessuna delle due é regolare
@ Soltanto v, é regolare

x € -7, —

re (-1
-1 zelf,m

in [—m, ) ripetuta per periodicita in R.

Calcolare il coefficiente a; della serie di Fourier

= O

il
fz) = )

T
a7 = 1 /Z }cos(7x)dx — /7T cos(7z)dzr | =
T s ,g 4 jus N

1 (1 sin(?m)é _ ;Sln(7x)|7r> — \/5 \/i o 3 \/i

s
s

a = — ' f(zx) cos(kx)dx

28T 14w 28T

— Per la stessa funzione del punto precedente calcolare la serie di Fourier nel
punto di salto x = 7/4 della funzione (utilizzare il teorema di convergenza
puntuale.)

x=m/4 S:—g
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Data la funzione
fla,y) = az® —y* + 2%y,
con a > 0 parametro reale.
x Determinare il gradiente di f

*x Determinare la matrice hessiana di f

x Classificare eventuali punti in cui si annulla il gradiente.
Df = (2az + 2xy?, —2y + 22%y).

20z 4+ 22y =0 = = =0,

ricordando che a > 0 e 4> = —a non fornisce radici in R. Dalla
seconda

2y +22%y =0 = y=0

infatti sostituendo nella prima x = =1 non risulta accettabile.
Il gradiente di annulla nel punto (0, 0)

2a + 2y2 4xy

2 _

Do f(x,y) = [ 4y —2 4 222

Il gradiente di annulla nel punto (0,0). La matrice hessiana

D*f(x,y) = [i? _fg]

ha determinante —4a < 0. Il punto (0,0) & di sella.

1 e:c+y
T 1dy
La forma esatta in R2.

[a] vero E falso

Calcolare una primitiva

ﬂ%wz—/ﬁﬂ@+ﬂﬂ

erty +1
F(z,y) = =In(e" + 1) + ()
ety , 1
Fo(2,y) :—W‘F@(m):m

P)=1 pa)=x
F(z,y) =2 — In(e"™¥ + 1)
Determinare I'intervallo di convergenza della serie
Sf(m—zvn
n=0 5

Posto
y =z —2|,

> ()

n=0

si ottiene



132

CHAPTER 9. FORME DIFFERENZIALI

Il raggio di convergenza risulta uguale a 5. Quindi
|t —2| <5, =3<z<T

* Studiare il comportamento agli estremi dell’intervallo
La curva di equazioni parametriche

r=1t
y=tlnt

t € [1,2] & regolare.

vero E falso

Calcolare I'integrale esteso alla curva ¢ di equazioni parame-
triche

(1) = t y(t):%tQ te [0,/

della funzione

flany) = Ty Ccosy
W= V1422
Soluzione.
1
z(t) =t yt) = §t2 t € [0,v/7]
TY COS
fla,y) = 222

V1+ 22

VT 1o V1422
/ St cos (22) VI gy
0o 2 2 V142

1
s = §t2 ds = tdt

/2 scos(s)ds = t<>’silr1(3)]g/2 — /2 sin(s)ds = g -1
0 0

6. Insiemi semplicemente connessi

1l sostegno di una curva piana, semplice e chiusa divide il piano
in due aperti connessi, di cui uno ¢ limitato e si dice interno
della curva, ’altro ¢ illimitato e viene detto esterno della curva.
Definizione degli insiemi semplicemente connessi in R?. A
livello intuitivo, essi coincidono con gli insiemi privi di buchi.
Un insieme aperto connesso A di R? si dice semplicemente
connesso se, data una qualsiasi curva v semplice e chiusa con
sostegno contenuto in A, allora anche I’ interno di v & contenu-
to in A. Esempi nel piano di insiemi semplicemente connessi
(i) gli aperti convessi; (ii) tutti gli aperti limitati con frontiera
costituita da un’unica curva



CAPITOLO 10

Integrazione nel campo complesso

1. Circonferenza

Una circonferenza C'il cui centro ha coordinate (xo, yo) e raggio
R ha la seguente forma parametrica:

x =z + R cos(t)
C: t € [0;27]
y =1yo+ R sin(t)
Nel piano complesso una circonferenza di centro l'origine e
raggio R

2(t) = Re™
con t € [0, 27].
Segue dalla formula di Eulero.

2. Funzioni di variabili complessa: proprieta integrali

Sia f(z) € C°(A) A aperto connesso di C, consideriamo un
arco di curva regolare di estremi zy e 21 che indicheremo con
C(z0, z1) di equazione z = z(t) dove

2(t) = w(t) +iy(t)
Vi & una corrispondenza biunivoca fra il punto P € C e il
parametro t € (to,t1) potendo essere z(tg) = z(t1) se e so-
lo se la curva ¢ chiusa. Inoltre, z(t) € C' ed & |/(t)|> =

(2'(1))% + (' (t))* > 0 Vt (esistenza della tangente in ogni
punto). Definiremo

def h
[ st [T e Lo
C(z0,21) to
Se C' ¢ la circonferenza di centro l'origine e raggio R di equa-
zione
2z = Re' 0<0<2r
essendo dz = iRe'df avremo

def . 2m 0\ 6
(2)dz =i f(Re")e" Rdf
+C 0
dove con +C si indica il verso antiorario di percorrenza.
Le regole per il calcolo di un integrale di una funzione di varia-
bile complessa su una curva (generalmente) regolare del piano

complesso sono le seguenti:

133
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« Scrivere la curva C' in forma parametrica z = x(t) + 1y(t)
ovvero nel caso di una circonferenza z = zg+re? C,(z) =
{z:|z— 2| =71}

* Calcolare mediante composizione la funzione integranda
sulla curva

f(z(t) ovvero f(zo + rew)

x Calcolare il differenziale

dz = (2'(t) +4y/(t))dt ovvero nel caso di una circonferenza
dz = ire'?do
x Integrare fra gli estremi la funzione di variabile reale cosi
ottenuta

t1
/ Flz) (@' (t) + iy (t))dt ovvero nel caso di una circonferenza
to
27 ) )
f(zo0 + re)ire®dd
0
Consideriamo ora l'integrale di f(z) = (2 — 2z0)™ lungo ~(t)
definito dalla circonferenza di centro zgp e raggio 1

Y(t) =2+ et 0<t <2

2w
/(z —20)"dz = / ()Mt dt =
¥ 0

Z-/27r pi(m+1)t gy 2mi m=—1
0 0 altrimenti

Caso particolare: L’integrale di contorno di % vale 27i, dove
il contorno scelto ¢ la circonferenza unitaria percorsa percorso

in senso antiorario.
1
—dz.
C z

Nel calcolare I'integrale, usiamo come contorno la circonferen-
za unitaria, |z| = 1, parametrizzato da
dz . 4

2(t) =€t e0,2n]; o = e

1 2T 1 ) 2T o
(%dz:/mfw”ﬁ:i/‘ldh:[d i = (21 — 0)i = 2mi.
cZ o € 0 0

Esempio. Consideriamo la curva C' data dal segmento [0, 2+ 1]

/ 22dz
C

Scelto t come parametro
it
AO:t+% 0<t<2
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dz = (141/2)dt
e quindi

Y 16\2 : _8 i/9)3 —
/Cz dz—/o PO /2412 = S(1+/2)° =

8 3 8 i 3 i 2 11,

—(1 2P =-1—-=-—=--4+3-)=-+ —

g i =gl gy t3g) =g+ 57
Consideriamo ora I'integrale della stessa funzione lungo la spez-
zata

y=0 0<z <2 r=2 0<y<1
z(t):t, 0§t§2
() =2+it, 0<t<1
( 8 i 2 11

2 :
2 2 2 .
/Cz 2 /0 +/ +4i )i =3 +t4 3 3+3z

Vedremo in seguito in generale che per le funzioni olomorfe
si ha l'indipendenza del cammino di integrazione negli aperti
semplicemente connessi.

3. Disuguaglianza di Darboux

La disuguaglianza di Darboux & una disuguaglianza relativa
all’ integrazione sul piano complesso: essa afferma che il mo-
dulo dell’ integrale di una funzione, lungo una curva del pia-
no complesso, € sempre minore o uguale del massimo valore
del modulo della funzione, moltiplicato per la lunghezza della
curva.

z)dz

SLIf(Z)!\dZ\SM-L

dove M e il massimo valore assunto dal modulo dalla funzione,
e L ¢ la lunghezza della curva.

|dz| = /(2'(£))2 + (y/(£))2dt
Dimostrazione.
1= [ 1)
.

Poniamo
1| = / (2)dz| I=|[I|e™
v

=167 = [ el # (0, 2(t0) = 20 2(t2) = =

to
Poniamo

e (2(t) 2 (t) = ul(t) + iv(t)

Poiche |1| ¢ reale

t1
/ o(B)dt = 0
to
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Quindi

t1
/y |dt< \/ t) + v2(t)dt =

to

ﬂgu<|u )ldt = /u )1z

Esercizio. Sia C'la curva congiungente z = 1 e z = i. Stimare
il modulo dell’integrale

L=+2

1
M = max —

28] ~ min |25
min |28| =
min{(zZ+4*)* y=1-2, 0<z<1}=
. 1
min{ (222 +1—-2z2)%, 0<z <1} = o
M =16

4. Integrali nel campo complesso e forme differenziali
di due variabili reali

Gli integrali nel campo complesso si possono intendere come
integrali di forme differenziali di due variabili reali (secondo la
convenzione f(z) = f(x,y)) dz = dx + idy

[ 11z = [ o+ sy
C C
essendo con le notazioni usuali

/fwwz/fwww+ﬁmw@=
C C

/£<u<x,y>—kiv(x,y>>dw-+<iu<x,y>——v(x,y>>dy

Notiamo che: In termini di forme differenziali abbiamo che la
forma differenziale:

f(2)dz = (u(z,y) +iv(z,y))dz + (iu(z,y) — v(z, y))dy

¢ una forma differenziale chiusa se valgono le condizioni di
Cauchy-Riemann ed esatta se il dominio e semplicemente con-
nesso.

uy (20, Y0) = —v2(Z0, Yo)

{ul‘(x()vy()) = vy (70, Yo)
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5. Primitive

Ogni funzione olomorfa in un aperto A semplicemente connes-
so ¢ ivi dotata di primitiva olomorfa.
Dimostrazione

fr=ife=(if)s Vz€ A

da cui deduciamo w ¢ chiusa. Essendo A semplicemente con-
nesso w ¢ esatta ammette quindi primitiva F. Per definizione
di primitiva iF, = i¢f = F, che mostra I’ olomorfia di F'.

6. Teorema integrale di Cauchy

Il teorema integrale di Cauchy afferma che data una funzione
olomorfa f : A — C, definita su un dominio A semplicemente
connesso, per ogni curva chiusa e regolare a tratti contenuta
in A vale

7{ f(z)dz = 0.

In termini di forme differenziali abbiamo che la forma differen-
ziale & una forma differenziale chiusa se valgono le condizioni
di Cauchy-Riemann ed esatta se il dominio ¢ semplicemente
CONNEsso.

Inoltre: sia f una funzione continua f : A — C, definita su un
dominio A semplicemente connesso. Se per ogni curva chiusa
e regolare a tratti contenuta in A risulta

7{ f(2)dz =0,

allora f & olomorfa in A.

Curve con gli stessi estremi

Sia f : A — C una funzione olomorfa definita su un dominio
A semplicemente connesso. Se 71,2 sono due curve regolari a
tratti in A che congiungono due punti P e (), allora:

(z)dz= [ f(2)dz.
71 72
In altre parole, 'integrale su una curva dipende solo dagli
estremi.
Dimostrazione
Sia v la curva chiusa ottenuta concatenando v e 2, ove ¥a
percorsa in senso inverso. Per il teorema di Cauchy:

/ﬁ feraz= [ sz,
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7. Formula integrale di Cauchy

Sia f(z) una funzione olomorfa definita su un insieme A aper-
to del piano complesso C. Sia v una curva semplice chiusa
contenuta in A e S la regione racchiusa da -y percorsa in sen-
so antiorario e sia z un punto qualsiasi interno ad S dove la
funzione e definita, che non sia sulla curva ~, allora vale la
formula integrale di Cauchy:

£ = 5 § e

Comi ) E—z
La formula di Cauchy esprime quindi il valore di una funzione
in ogni punto del dominio S mediante i valori che essa assume
sul contorno di tale dominio, tramite un integrale di linea.
Consideriamo una circonferenza C. centrato in z di raggio €
interamente contenuto in S. Per il teorema integrale di Cauchy
sono uguali i due integrali

L rfe 1 f(€)
%iéﬁ—zdg_%iéjsf—zdé

Valutiamo ora

1 f(6)

ﬁ Csf—Z

de.

che calcoliamo con la sostituzione £ — z = ee'?

1 FE&) ge_ ! /wa(z%—aew) ao.
0

ami b e— %" o

Ora per il teorema integrale di Cauchy l'integrale sulla circon-
ferenza e indipendente dal raggio, pertanto possiamo calcolarlo
per qualunque ¢, facendo tendere € a 0 per la continuita di f(z)
si ottiene

nml/ozﬂf(zﬂe”) 40 = f(z)/o%dezf(z),

e—0 27 2

I SIGI
i § eordE=1 ).

da cui

8. Teorema dei residui
Sia A un aperto del piano complesso C, e zg un punto di A.

Sia

f:A\{z} — C,
una funzione olomorfa che in zy ha una singolarita isolata e
quindi un unico sviluppo locale in serie di Laurent
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o0

F) =) anlz—2)"
n=—oo
Il residuo di f in 2y € dato dall’integrale di f lungo la circon-
ferenza ~, = {z : |z — 20| = r} diviso per 2mi:

mmwzgfﬂmw
Yr

dove il raggio r e sufficientemente piccolo da non contenere
altre singolarita isolate.

Equivalentemente il residuo di f in zg € il coefficiente a_; della
serie di Laurent, e viene indicato con

Res,, f(z) = a_1.
9. Caso particolare

L’integrale di contorno di % vale 27¢, dove il contorno scelto e
la circonferenza unitaria percorso in senso antiorario.

1
fdz.
c <

Nel calcolare 'integrale, usiamo come contorno la circonferen-
za unitaria, |z| = 1, parametrizzato da

2(t) =€t e0,2n]; % = et

1 21 1 ) 27 o
?{dz:/ .tie”dt:i/ 1dt:[t] i = (21 — 0)i = 2i.
cZ o ¢ 0 0

10. Calcolo del residuo

11 calcolo del residuo di una funzione f(z) in un punto z risulta
particolarmente semplice nel caso in cui la singolarita isolata
sia un polo. In particolare, se zy é un polo semplice allora il
residuo é:

a_, = Zlgrzlo[(z —20) - f(2)].

mentre se zg é un polo di ordine k il residuo é:

1 dk;—l

j— 3 —_— k .
1= G AN, G [(z )" f(2)
Esempio
1
1@ =G —e
calcolare il residuo di f per zp = —1.

Sia A un aperto del piano complesso C, e zg un punto di A.
Sia



140

p? —2pcos(f) +1=p?—pe? —pe ¥ +1=

CHAPTER 10. INTEGRAZIONE NEL CAMPO COMPLESSO

f:A\ {20} —=C,
una funzione olomorfa che in zy ha una singolarita isolata e
quindi un unico sviluppo locale in serie di Laurent

oo
f(z) = Z an(z — 20)".
n=—oo
Il residuo di f in 2o € dato dall’integrale di f lungo la circon-
ferenza v, = {z : |z — 29| = r} diviso per 27i:

Res(f.20) = 5 § f(2)ds
Ir

dove il raggio r e sufficientemente piccolo da non contenere
altre singolarita isolate.

Equivalentemente il residuo di f in zg € il coefficiente a_; della
serie di Laurent, e viene indicato con

Res,, f(z) = a_1.
Calcoliamo
1

/|:Z+11 <23 + 1)(23 — 64)
Per calcolare I’ integrale utilizziamo il teorema dei residui ap-

plicato al disco unitario di centro (—1,0). Le singolarita della
f sono gli zeri del denominatore

dz

B41=0 < 2=-1 z2=¢3 z=¢'3

3 i —i2z
22—064=0 <= z=4 z=4e'"3 z=4e '3

L’unica singolarita interna al cerchio che ha come frontiera la
circonferenza |z 4+ 1| = 1 ¢ data da

2o = —1
pertanto

2
———i.
195

1
dz = 2miRes, _
/|z+1:1 (2% 1 1)(28 —64) 7~ AT 1f(2)

Esercizio. Calcolare

2m 1
[ "
o p*—2pcos(f)+1
p € (0,1). Trasformiamo l'integrale definito di funzione reale
in un integrale curvilineo nella variabile complessa z = e
dalla formula di Eulero per il coseno
0 —i6
cos(0) = eete ™
2
p2z — ,022 —p+z
z
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1 1 1
df = - dz
p? —2pcos(f) +1 i pPz—p2—p+z

2m
R R, S,
0o p?>—2pcos(f)+1 i Jizj=1 PP2 = p22—p+ 2
La funzione presenta due singolarita che sono poli del primo
ordine. Poiche 0 < p < 1, 'unica singolarita interna a |z| < 1
e il punto z = p. Risulta

Res.,—p f(2) = 1

L=p

2

2
1 2
/ . o= "
0o p?—2pcos(f)+1 1—p2
Esercizio Calcolare per p = %. Risultato %W






CAPITOLO 11

Integrali doppi

1. Domini normali

x Dominio normale rispetto a x; «, 8 funzioni continue.
D ={(z,y) € [a,b] xR : a(z) <y < B(x)}

« D dominio normale (rispetto a x) si dice regolare se « e
/3 sono funzioni di classe C! e a(z) < B(x) Vz € (a,b)
Esempio:

D = {(z,y) € [0,7] xR:cosxﬁygcosg}

* Dominio normale rispetto a y; 0,y funzioni continue.

D={(z,y) €Rx [¢,d] : 6(y) < = < ()}

* D dominio normale (rispetto a y) si dice regolare se § e «y
sono funzioni di classe C* e 6(y) < y(y) Yy € (c,d)
Esempio:

D={(x,y) eR*:0<y<l:y<z<1}

d
m(D) = / (V) — 8(y))dy

Puo accadere che un dominio risulti normale sia rispetto al-
l’asse x che all’asse y. Ad esempio il triangolo T determinato
da (0,0),(1,0) e (1,1).

T={(z,y) €[0,1] xR:0<y <z}

T={(x,y) eRx[0,1]:y <z <1}
Generalizzare

T={(z,y)€la,b] xR:a<y<az}

T ={(z,y) eRx[a,b] : y <z < b}
Puo accadere che un dominio non risulti normale rispetto al-
I’asse x e non risulti normale rispetto all’asse y.
Esempio: corona circolare.
Un dominio regolare D & I'unione di un numero finito di domini
normali regolari a due a due privi di punti in comune: la sua

frontiera € unione finita di curve regolare a tratti.
Curve orientate.

143
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Una curva orientata positivamente: curva piana semplice e
chiusa tale che muovendosi sulla curva abbiamo l’interno al-
la. nostra sinistra. Se scambiamo la sinistra con la destra
otteniamo una curva orientata negativamente.

2. Area e formule di Gauss Green

Calcolo dell’area di domini piani regolari con le formule di
Gauss Green

area(A) :/ xdy
ot

area(A) :/ —ydx
ot

1
area(A) = 5 /+ —ydx + xdy
©

Area dell’ellisse

1 1 2m
area(A) = 3 /+ —ydx + xdy = 2/ (absin® 0 + abcos? 0)dO = Tab
© 0

3. Area dell’asteroide a =1

area(A) =

N

1 2w
/ —ydzr + xdy = 3 / 3sin? 0 cos? 0 4 3sin? 0 cos* 0dH =
ot 0

1 27
B / 3sin? 0 cos? O(sin? O + cos® 0)dh =
0

2/02” (sin(22¢9))2d6 _

3/27T sin?(26)df = 3/47r sin? u du = il(u — sinucosu)|§" =
8 Jo T 16 Jo T 162 o

Generalizzare (acos®t,asin®t) con a > 0.

Formula dell’area di un settore piano utilizzando le formule di
Gauss Green.

Settore individuato da 6 € [a, 5] 0 < p < p(0) p(#) funzione
positiva e continua in [o, f].

x = p(#)cosb
y = p(f)sind

con 6 € [a, (], osserviamo che al crescere di 0 € [o, 8] la cur-
va percorsa in senso antiorario (orientamento positivo della
curva).

Sia p € C! a tratti, allora

xdy — ydr =
[(p(0) cos)(p'(0) sin @ + p(0) cos ) — psinO(p' () cos O — p(#) sin 6)]dl =
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p*(0)do

Formula dell’area (Gauss Green)

:/émw:;ﬁﬁ@w

Esercizio. Calcolo dell’area della cardioide a = 1

1 2w 5 3
m(D) = 3/, (14 cos0)“do = o

Se la funzione f ¢ non negativa al variare di (z,y) € D lin-
tegrale doppio fornisce il volume del solido di R? delimitato
dall’insieme D del piano (x,y), dal grafico della funzione f
(sostegno di una superficie e dai segmenti paralleli all’asse z
passanti per i punti della frontiera di D.

4. Formule di riduzione degli integrali doppi.

Nel caso di due variabili, I'integrale di f continua in D su
un dominio normale rispetto all’asse x, definito dalle funzioni
a(z) e B(z) anch’esse continue con a(x) < fB(x), x traaebd
risulta

f(z,y)dzedy = bdx mx)f(rr,y)dy,
D a a(x)

mentre, nel caso di dominio normale rispetto all’asse y, con
9,7 funzioni continue, con d(y) < v(y) y tra c e d si ha

[ [ swa= [ [ :j)f(:c,y)dx
{(z.) € [0.7] x R:cosw <y < cos T} flay) =y
//fxy@@_/MJ) -
/ da:/C::iydy—/o (cosQ§—coszm)dx:0
/cos xdx = %(x+cosxsin:c)+c
// fwydwdy—/ dw/ (m)f(x y)dy
//fxydxdy—/dy/g(y) (z,y)d

Formula di inversione di Dirichlet
D ={(z,y) €la,b] xR:a <y <z}
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D ={(z,y) e Rx [a,b] :y <z <b}

//f$wmwi/M/fxy@—/@/f@wm

Verifica.

D=A{(z,y) € [0,]] xR:0<y <z}

D={(z,y) eRx[0,1]:y <z <1}
Calcolare l'integrale doppio esteso a D nelle due formulazioni
della funzione f(z,y) = 2%y

//fxydxdy—/ de/ ydy =

1 4
- de = —
2A ¢ m

1,1 1 1
1 dy = — (=02 — 5L = —
3]€ y(1—y°)dy 56y = 2= 3

Dato l'insieme
D={(z,y) eR*: 0<x<1, 0<y<a}

calcolare l'integrale doppio

// Zzyede:cdy
D
// 2xyeY dxdy—/ xdaz/ 2yey dy =

1
/ xeY |t‘fd:n—/ z(e® — 1)dx = ze® — €|} — 2962\(1):
0 0

11
1—-=-
27 2

Esercizio Calcolare

// dxdy
Dl'x2+y

D={z,y) e R’1 <z <V3,0<y<2?}

Svolgimento:
// dzdy /ﬁ1
= — arctan xdx =
z(22 +92) 1 a2
1 Vi, 1r ox [V @
——arct 7d ——+— —————dx =
arcan$| / +$2) \/§3+4+/1 (0t x
17 1
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1w

lnm =« 1 1
+—+1n\/§+§1n(2)—§1n(4)_ 73

1
- += +1 — ~In(2).
ﬁ?} 4 n\/§ 211()

Proprieta
x linearita: per ogni «, 8 € R e per f, g integrabili in D

//D af (,y) + Bg(z, y)dedy =

g/éjwwmmw+@/éguwmﬂm

* monotonia: per f,g integrabili in D

flx,y) <glz,y) V(z,y) e D =

//fxydxdy<// (x,y)dzdy

Se {D1, Do, ..., D,} costituiscono una partizione di D in
domini normali (D; a due a due privi di punti interni in
comune)vale la formula

//fxydxdy—Z// f(x,y)dzdy

Dato il triangolo T del piano di vertici (0,0), (1,0), (1,1)
T={(x,y) €[0,1] xR:0<y <z}
T={(z,y) eRx[0,1]:y <z <1}

calcolare I'integrale doppio

/ / e dady
T

Considerazione sulla scelta della rappresentazione del dominio.
Se consideriamo T normale rispetto all’asse x l'integrale si
svolge nel seguente modo

//edxdy—/edx/dy—/xe da

2/0 (2z)e” dr = 56 |(1) 2(6— 1)
Dato il dominio D
D = {(,y) € [0,1] x [3,4]}

1//[)(4x+ly)2dxdy |
//Dmly)dedyz/OIdx/g (:E_i_ly)2dy:/0 (_xj-y>|§d$:

/ — dx =
In4—In5—-—In3+In4=In16—-1n1b5

Dato il dominio D
D={(z,y) eR20<2<1,0<y<z?}

calcolare
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//D(x—i-y)dacdy

calcolare

r:7/20

[ [ @ vpasay - /Oldx /f@mdy:

1 12
JRCAS T
1
1 1 1 1 17
3 4 4 5|1
—_ d:— —_ = — _— = —
LA (@4 gode = 22"+ 3577 h = 7+ 95 = 3

5. Teorema di Gauss Green

Sia D un dominio regolare di R?. Sia 07D la frontiera di D
orientata positivamente. f: D — R, f € C'(D). Valgono le
seguenti formule

/ /D fo(, y)dedy = /8 Ty

/ /D fy, y)dady = - /8 s

Dimostriamo

//Dfx(m,y)z/mfdy

nel caso particolare D dominio normale rispetto all’asse y.

D ={(z,y) € R x [c,d] : §(y) <z < 7(y)}

//Dfa:(x,y)dxdyZ/cddy/s;(j) fo(z,y)dz =

d
/ F(rw).y) — F6(y), v)dy

Nel piano la frontiera di D & costituita da quattro curve di cui
due segmenti orientati paralleli all’asse z in cui y = costante.
Su tale segmenti l'integrale curvilineo della forma differenziale
fornisce un contributo nullo. Dobbiamo calcolare 'integrale
curvilineo della forma differenziale lungo v e §

d d
/ FO(E), Byt — / F(6(t), 1)t
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6. Formula di integrazione per parti

Formula di integrazione per parti
Siano f e ¢ funzioni di classe C' in D dominio regolare di R?.
Allora

//fagdxdy: fgdy—// ggd:rdy
p" Ox 9+ D p Ox

// f@dxdy:— fgda:—// ggdxdy
p" Oy o+D p Oy

dim: Dalle formule di Gauss Green con fg al posto di f
Esercizio. Sia D la corona circolare di cento l'origine e raggi 2
e 1. Determinare 'orientamento positivo del bordo. Calcolare
tramite la formula di Gauss Green

//x2da:dy:
D

Applicando la formula di Gauss Green

2 3 1
// zodxdy = // (=)zdzdy = / 3y =
D p 3 3 Jo+p
1 27 1 27
</ 16 cos* tdt) — (/ cos? tdt)
3\ Jo 3\ Jo

Calcoliamo

1 2 16 2 27
- (/ 16 cos* tdt) = — </ cos? tdt — / cos? t sin? tdt) =
3\ Jo 3 \Jo 0

16 27 27

— < / cos? tdt — / cos? t sin® tdt) =

3 0 0

2 1 2m
/ cos® tsin? tdt = — / (sin 2t)%dt =
0 4 Jo

A 1 T
u =2t / (sinu)?du = — (u — sinu cosu)|d™ = —
0 16 4

2m 1
/ cos® tdt = i(t—i-costsint)\%’r =
0

In conclusione vale

2
3
/ costtdt = o
0 4
Quindi

1/ [* 1/ [? 1637 137 15
- / 16 cos*tdt | — = / costtdt | = =2 _ 10om _ 1OoT
3\ J, 3\ J, 34 34 4
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7. Teorema della divergenza. Formula di Stokes

Teorema della divergenza. Formula di Stokes.
Consideriamo la frontiera del dominio D e assumiamo che sia
costituita da una curva regolare a tratti. Sia

r=2z(t),y =y(t) te€la,b]

la rappresentazione parametrica della curva e assumiamo che
il verso di percorrenza indotto dalla rappresentazione coincida
con l'orientamento positivo della frontiera 9D

8. Curva regolare: tangente e normale alla curva

« Tangente a una curva regolare in un punto P = (z(tp), y(to))-

- ( ' (to) Y/ (to) )
V@) + W)’ @t + ()

« Normale a una curva in un punto P = (z(to),y(to)).

Ny g )
V(@ (t0))? + (¥ (t0))? /(@ (t0))? + (¥ (t0))?
Nel caso della circonferenza n = (cost,sint) ed orientato al-
lesterno del cerchio di centro (0,0) e raggio 1 di cui la circon-
ferenza costituisce la frontiera.
Considerando uno spazio euclideo a tre dimensioni, i je k re-

lativi agli assi x, y e 2z, la divergenza di un campo vettoriale
Cl

F = Fli+ Rbj+ Fsk

la funzione scalare:

divF =

0F, N OF, n OF3
oz oy 0z

. oF, 0F
P21, =72
div o + 3y

. M )
WVEOPFEO? VRO + WO

Calcoliamo l'integrale curvilineo della funzione F' - n

b b
/F-nds:/ F-nya/(t)? + ¢/ (t)%dt =

’ Fiy'(¢) Fya'(1) : __
/a (W(t)%(y'(t)? B \/(x’(t)2+y/(t)2> (@) +y/ (t)°dt =

b
/ <F1y'(t) - Fg:c'(t)> dt = / Fidy — Fydx
a +0D

D’altra parte dalle formule di Gauss Green
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// (8F1 8F2>dd / —Fydx + Fidy
+0D

Abbiamo cosi dimostrato nel caso di frontiera costituita da
una curva regolare regolare a tratti

Teorema della divergenza Sia D un dominio regolare del
piano e F = (Fy, %) di classe C1(D). Si ha

//dw d:vdy—/ F - nds
oD

Ancora dalle formule di Gauss Green

// <0F1 8Fz>dxdy_/ —Fyde + Fidy  (F)
+0D

dimostriamo la Formula di Stokes

F F
// <82 — al)dmaly—/ Fidx + Fady
+8D

dim. Si applica la formula (F) con (—Fs, F})

F, OF
//( ory L9 1>dd / —Fidz — Fydy
83/ +86D

9. Cambiamento di variabili in un integrale doppio
Consideriamo

/Ajwwmw

con D dominio regolare di R? e f funzione continua in D, a
valori reali. Sia 7' un dominio regolare di R?; sia ¢ : T — R?
costituita da una coppia (¢1, ¢2) di funzioni a valori in R.
Supponiamo ¢(T) = D, le funzioni ¢y, ¢o di classe CH(T) e ¢

invertibile.
Sia ¢ : T C R® - R™ . La matrice jacobiana della funzione
¢ in u = (uy,...,u,) la matrice delle derivate parziali prime

della funzione calcolate in w.

9¢1 9%

Ous Oun 9:()
Jo=| + o s Ue)iy=g

Oom  Obm j

ouq ouy,

Se m = n allora la matrice jacobiana una matrice quadrata.
Si puo’ in tal caso calcolare il suo determinante, noto come
jacobiano.
n = 2: indichiamo ora con u,v le variabili indipendenti di
¢. La matrice jacobiana di ¢ la matrice quadrata di ordine 2
avente come righe i gradienti delle componenti ¢; e ¢s.

* coordinate polari.



152 CHAPTER 11. INTEGRALI DOPPI

x = pcosf
y = psind
p>0 0<6<2rm

¢(p,0) = (pcosb, psin0)

Osserviamo che nel passaggio a coordinate polari nel piano
¢ risulta non iniettiva in quanto tutti i punti dell’asse 6 si
trasformano in (0, 0).

I — cos) —psind
¢~ |sin® pcosh |’
il cui determinante vale p.
Vale la seguente formula

//Df(m,y)da:dyZ//qb_l(D) f(pcos@, psinf)pdpdf

D={(z,y) eR*:2? + > < 4,2 >0}
Nel piano p, 8 otteniamo, cambiando in coordinate polare,
T

T={(p,0):pec0,2], 0 €[—=

221
//D 22 dxdy

2 3 2 2 1 . 5
pdp cos” 6df :45(0+C056’sm0)|3
0 —

%
// Va2 + y?dzdy,
D

D={(z,y) eR?:4<2?+4? <9,y >0}
T={(p,0):2<p<3,0<0<m}

Ne segue

// \/a:2+y2dxdy://p2dpd9:
D T

s 3 ™
1 19
d@/ p2dp:/ e —
/0 2 o 3" % 3

Calcolare

Calcoliamo

w3
Il
o
3

//D(:z:2+y2)d:cdy

D={(z,y) eR*:2¢c[0,1] -z <y<az}

1 T 1 1
// (2% + y*)dady = / dx/ (22 + y*)dy = / 2y + sy de
D 0 -z 0 3

1 1
2 8 2
:/ 2x3—|—x3d$:/ 22dz = =
0 3 3 Jo 3
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10. Coordinate polari

L’integrale da calcolare ¢

+oo 22
I = / e 2dz.
— 0

Il suo quadrato si puo scrivere come

too 2 too 2 22 42
I? = </ e2d:v> </ e2dy> = // e 2¢e 2zdxdy =
) 0 R2

x2 2
// e dzdy
RQ
27 +o00 p2
I2:/ d9/ pe” zdp
0 0

che puo essere integrato ottenendo

2m 2 p=-~+00 2
122—/ dé [—62] :/ d6 = 2n
0 p:O 0
+oo 22
/ e z2dx = V2.

11. Integrali per sostituzione
(n =2, n =3) Si puo’ usare la sostituzione quando si integra

funzioni in piu variabili.

(1, xn) = d(u, ..., up)
deve essere C! invertibile con determinante jacobiano

£0

8(3:1, Loy ... xn)

a(ul,ug, ooy un)

dzy - -dxy, = | det(D @) (u1, ..., up)|duy - - - duy,

Teorema di cambiamento di variabili negli integrali
doppi

Siano T, D due domini regolari di R? e ¢ : T'— D un’applica-
zione invertibile di classe C' con con determinante jacobiano
# 0in T. Allora per ogni funzione continua f : D = ¢(T) — R
vale

//Df(:c,y)dg;dy://Tf(x(u,U),y(w)”detgg:y)|dudv

v)
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Calcolare
x
/ —dxdy
DY
ove D il dominio racchiuso dalle rette y =z, y = 3z, y = 15”“",
y=1—=x.

Disegnare il dominio.
Cambiamento di variabili

Yy oy
u=>, v=
x l1—=z
1
T={(u,v):1<u<3, ggvgl}
Dawu=% v= 7L siottiene
)
ur=vy v(l—x)=y = (u+tv)jr=v — x =
y o(l-z)=y = (u+v) L
v uv
xr = y =
u—+v u—+v
__v S R _1 — v U
(utv)? (utwv)? utv (u+v)?  (utv)? Uv
v _w u__w | 02 2 | (utw)
u+v (u+v)2 u+v (u+v)2 (u+v)2 (u+'u)2

/1 p /3 1 p /1( 1 1 o
vdv —  _du= —— Movdv =
1 1 (u+v)3 1 2 (u+v)? 1

1 _ _ 1 3
_1/ (v+3 3 v+l 1)dv:—1/ dv +3/ dv n
21 Y (3+0)? (14 v)? 21 B+v) 2J); 3+0)?

+1/1 dv 1/1 dv
2J1 (1+v) 2 %(1—1—1))2_
31 1 11
= —-1In(3 1= 4 21 1, - 1
n@+o)lt -5zl ol 45l

12. Esercizi sugli integrali doppi
Esercizio. Data la funzione
f(z,y) =y,
calcolare l'integrale doppio esteso a D

D={(z,y) eR*: 2’ +3y* =20 <0, y >0}

(-1 +y?<1 y>0
corrisponde al semicerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con
y > 0.
Disegnare D
Scriviamo 'insieme come insieme normale rispetto all’asse x

{(z,y) ERZ:0< <2, 0<y< 22— 22}
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Nor
// xydxdy—/ xdac/ ydy =

1 [? 1 1.2 1 2
/ z(2x — 2%)dr = = / (222 — 23)dx = —(52° — ~23) =
2 Jo 2 Jo 2 3 4 3
Esercizio. Data la funzione
f(z,y) =y,
calcolare I'integrale doppio esteso all’insieme
{(z,y) eR*: 2? +y* =22 <0, y >0}
{(wy) eR?: (z-1)*+3* <1, y >0}

Cerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con y > 0: trasfor-
miamo in coordinate polari

—ggegg 0<p<2cosh

Nel caso in esame (semicerchio)

{OSGSE, 0<p<2cosb}

/ / rydody = |*

2
— s1n9(305 0do = 4 cos 0|0 = -
4 0 6 3

Esercizio. Data la funzione

[NER )

2cos 6
sin 6 cos 9d0/ pidp =

f(z,y) = zy,
calcolare I'integrale doppio esteso all’insieme
{(wy) €eR®: (z-1)°+y° <1y >0}

corrisponde al semicerchio chiuso di centro (1,0) e raggio 1 con

y=>0

Cambiamento di coordinate
x =14 pcost
y = psinf

0<f<m 0<p<1

™ 1
// xydxdy :/ sin@d&/ (1+ pcosB)pdp =
D 0 0

! 11
/ (1+pcos0)p2dp:—+fcos9
0 3 4

4 1 1 1 2
/0 sin 9(3 + 7508 0)do = — 3 cos 05 + sm 20|F = 3

Disegnare I'insieme
D={(z,y) eR*: 2> +y* -2y < 0,y > z}

Calcolare I'integrale doppio

/ / xdzxdy
D
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Cambio in coordinate polari

T 2sinx T
// xdxdy = / cos@/ depdG = 8/ sin® 0 cos 0df =
D us 0 3 )=
4 4

81 . ... 81/v2\* 814 1
——sin* s =—-—-| ) =—5-—==—=
34 i34\ 2 3416 6

Calcolare I'integrale doppio della funzione

f(@y) = Va2 +y2,

alla regione di piano D limitata da 22 + 4?2 =4 e 22 +y> = 9.
Disegnare D

27 3 1 38
// V2 + y2dedy = / d9/ pPdp =2n-p*3 = 207
D 0 2 3

3
x Calcolare 'integrale doppio della funzione
fla,y) =a® + 42,
alla regione di piano D limitata da z2+%? = 4 e 224+y%> = 9
Descrivere la regione di piano D limitata da 22 4+ 3% = 1 e

x? +y? = 4 con y > 0 come dominio normale rispetto a z. Per
fare cido dobbiamo avere

D={(z,y) R :a<a<b alx) <y < Blx))

Ora scegliamo —2 < x < 2 e aggiustiamo la variabilita di y

scrivendo
(z) = Vi—22 ze[-1,1]
=0 ze[-2,2]\ (-1,1)
e
B(x) =4 — a2
Risolvere

Yy
//D P 7 dxdy

Esercizio.Sia (z0,0) € R? e p > 0. Data la funzione

1
fley) = [(z — 20)? + (y — y0)?]P

valutare per quali p l'integrale della funzione nel cerchio di
centro (zp,yo) e raggio R risulta finito.

Trasformiamo in coordinate polari e consideriamo 0 < r < R
(faremo poi tendere r a 0T)

27 R R
/ d@/ p Ppdp = 27r/ p~ Pty =
0 T r

27 ( —2p+2 ,r—2p+2) __T (R—2(p—1) o r—2(p—1))
—2p+2 1—p
per —2p+1#—-1p#1. Sep=1

27 R
/ d@/ ptdp=2r(InR —Inr)
0 r
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r.p<l

Domini normale rispetto all’asse x

Dominio normale rispetto all’asse 2 Un insieme D C R? si dice
normale rispetto all’asse x se esistono a < b e funzioni continue
f,g: [a,b] — R tali che

D={(z.y) €R> : a<a <b gla) <y < f(a)}.

In modo informale, D C R? ¢ un dominio normale rispetto
all’asse x se ogni retta parallela all’asse y incontra la frontiera
di A in due punti.

Domini normale rispetto all’asse y

Dominio normale rispetto all’asse y Un insieme D C R? si dice
normale rispetto all’asse y se esistono ¢ < d e funzioni continue
h,?: [c,d] — R tali che

D={(z,y) eR? : c <y <d, h(y) <z <Ly}

In modo informale, D C R? & un dominio normale rispetto
all’asse y se ogni retta parallela all’asse x incontra la frontiera
di A in due punti.

13. Esercizi sulle formule di riduzione integrali doppi
su domini normali

Sia F una funzione continua su A.
* Se D= {(z,y) €R? : a <z <b, g(x) <y < f(z)} allora

//DF(x,y)da:dy = /ab (/g(f:) F(a:,y)dy)dx.

x* Se D ={(x,y) €eR? : c <y <d, h(y) <z <{(y)} allora

//DF(w,y)dazdy:/cd</hiZ) F(m,y)daz)dy.

Esercizio. Calcolare l'integrale doppio

/ / xydxdy
D

D={(z,y) ER* : 0< 2 <2, 0<y<2r—a?}
Quindi

ove

2

//nydxdy = /02 (/02901 a:ydy)dx.

Risolviamo l'integrale

/23:—22 B [yQ}gx_IQ B 4$3 _ 4$4 4 IL‘5
zydy = x| = =
0 2 1o 2
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Dunque

2 3 4 5
4dx° — 4
/ / cydudy — / 4o’ —da"+ a2,
D 0 2

_1[4-16 4-32+64 8
20 4 5 61 15
Esercizio Calcolare l'integrale doppio

/ / xdxdy
D

dove D ¢ dato da

D={(z,y) eR*: 0<2<1,—V1—-22<y<+1-—a2}.

Dalla definizione abbiamo

1 V1—x2
// :L‘dacdy:/ (x/ dy)dx
D 0 —V/1—x2

1
= 2z 1 — 22dx

0

2 2
A 3/2] _ 2
[ 3( z’) o 3
Calcolare l'integrale doppio

/ / z2dxdy
D

dove A ¢ dato da
D={(z,y) eR? : 0<y<1,1—y* <z <1}

Svolgimento esercizio

1 1
// aera;dy—/ </ xQda:>dy
D 0 1—y2

1
=5 [0

1 1
23/0[1(133/2+3y496)dy

1 ! 2 4 6
23/0[31/ —3y" +y’]

_1[1 3+1}_ 19
3 5 71 105

14. Baricentro di un dominio normale D

xozm(lD)//Dxd:cdy
yo=m(1m//Dydxdy
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Esercizio.Calcolo del baricentro della porzione di cerchio di
centro (0,0) e raggio 1 del primo quadrante.

T
D)="
(0)="1
4 /1 Vi—a? 4 /1
:L‘o—/ xda:/ dy—/ V1 — 22dr =
™ Jo 0 T Jo
4 /1 3 4
(G-t )B4
Yo = o

15. Teorema di Guldino

Teorema di Guldino sui solidi di rotazione. Sia S il
solido generato dalla rotazione di un angolo « di un dominio
normale D del piano intorno a un asse r non intersecante D. Il
volume di S e dato dal prodotto dell’area di D per la lunghezza
dell’arco di circonferenza decritto nella rotazione del baricentro
Rotazione rispetto all’asse = di 2

277// ydzdy
D

D descritto da
D={(z,y) eR*:a<a<b0<y< fa)}

b I(=z) b
27r/ dx/ ydy:ﬂ/ f2(x)dx
a 0 a

Esercizio. Volume della sfera ottenuto come rotazione del
semicerchio con y > 0 della funzione

flx) = V2~ a?

" 4
V:ﬂ'/( rz—x2)2d:z:§7rr3

Esercizio. Calcolare il volume del solido ottenuto ruotando di

27 rispetto all’asse x. la porzione di piano del primo quadrante
delimitata dall’asteroide (con a = 1) e dagli assi

y=(1-2i)
1

V:T(/ (1—=z
0

1
1
V= 7r/ (1- 323 + 33 — 2?)dr == n(x — §x2/3+1 + %JI%H - §$3)|(1) =
0

_ 16r
105

wlro

)3dx

Ler
105



160 CHAPTER 11. INTEGRALI DOPPI

16. Coordinate sferiche, cilindriche. Integrali in R?

In tre dimensioni. Coordinate sferiche
x = psin¢cosf
y = psin¢sinf
Z = pcoso

dove 6 varia tra 0 e 27, ¢ variatraOem; p >0
Lo jacobiano della trasformazione

singcosf —psingsind pcos@cosh
singsinf  psingcosf  pcospsinf| = —p?sin
cos ¢ 0 —psing

sin¢cosf —psin¢@sind
singsinf  psin ¢ cosf

= Cos ¢ in ¢

= cos? ¢ sin ¢(—p? sin? 0—p? cos? §)—psin® ¢(p cos? O+psin? §) =
—p?cos? psing — p?sin® ¢ = —p?sin g

Il sistema di coordinate cilindriche un sistema di coordinate
che estende il sistema bidimensionale polare aggiungendo una
terza coordinata, che misura l'altezza di un punto dal piano
base.

Le tre coordinate cilindriche possono essere convertite in coor-
dinate cartesiane con le formule

—psingsinf pcospcost|
psingcosf  pcospsinb

x = pcosf
y = psinf
z=z.

Il determinante jacobiano vale p:

cosf) —psinf 0
sind pcosf 0| = p(cosh)? + p(sinh)? = p.
0 0 1

17. Integrale triplo

D dominio del piano xy. L’insieme T dei punti dello spazio
definito dalle condizioni

(x,y) €D  afz,y) <z<p(x,y)

Dominio normale rispetto al piano xy

B(z,y)
[ ] [ s@wisasaa= [ [ [ oy, 2)axdva
T D Jo(z,y)

x Ipotesi di continuita delle funzioni
Sia T il dominio definito dalle limitazioni

(x,y) €D 0<z<1l—-x—y
con D triangolo del piano (z,y)
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Vol(T ///dwdydz
11—z l-z—y
///da:dydz:/ d:c/ dy/ dz
T 0 0 0
1 1—x 1 1 N
= [ dx I-—z—ydy= [ (y—zy—sy°)|y “dz =
0 0 0 2

! 1 ! 1
/(1—x—x(1—x)—(1—33)2)d:1::/(1—2a:+:1:2—$2+x—
0 2 0 2

1
1 1, . 1
Z_ de = =
/0 ( 5 Tt o% ) =5
Integrando la funzione f(z,y,z) = 1 su un cubo di spigolo
unitario si ottiene

calcolare

1

111

[ razayaz =1

000
Se abbiamo una funzione scalare f : R? — R
fley,z)=a+y+2
si puo’ calcolare

111 11
/// r+y+z)dedydz = //( —l—y—i—z) dydz =

1

/(1+z)dz:2

0

L’integrale di volume della funzione costante 1, fornisce il
volume della regione T C R3:

Vol(T /// dxdydz

Regione dello spazio racchiusa dalla sfera di centro ’origine e
raggio R.
In coordinate sferiche il volume della sfera di raggio R

/// p*sin ¢ dp df do
S
2m ™ R
Volume = / dé?/ sin ¢ dqﬁ/ p* dp
0 0 0

3 T 2 - 4
= QTI'R;)/O sin ¢ d¢ = §7TR3|:— cosqﬁ}o = §7TR3
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18. Volume dell’ellissoide

Volume della regione di spazio racchiuso da

2 2 2
T Y z
St Et =1
x Y z
u = — v = — w = —
a b c

r=au y=vb z=cw
Volume regione spazio contenuto nella sfera

{(u,v,w) : u* +v* +w® =1}

Volume = abce / / du dv dw
T

In coordinate sferiche il volume della sfera di raggio 1

2m ™ 1
Volume = abc///p2 singpdpdf de = abc/ d0/ sin ¢ dqﬁ/ 0% dp
0 0 0
T

1 /" . 2 ™ 4
= abc2m = sing dop = fabcw[ — cos qb} = —mabc
3 Jo 3 o 3
19. Esercizi di riepilogo
Esercizio.Sia

f:C\{£i} —»C,

1 1
1@ = = e ey

z—1 1 1
eS(f(Z),Z) Zlig 22 + 1 ZIE; z +Z 21

Esercizio Determinare I'insieme di definizione, punti stazio-
nari e la loro classificazione della seguente funzione

fla,y) = av.
Svolgimento esercizio.
Poiche f(z,y) = e¥!°8% allora il dominio di f ¢ data da

D(f) = {(z,y) € R* : x> 0}.

Per trovare i punti stazionari calcoliamo le derivate prime:

Y
fm _ (eylog:z:)m _ eyloggc57

fy= (eylogx)y = eylogxlog z.

I punti critici sono dati da

fy(z,y) =0 =1

Svolgimento esercizio.
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Per la matrice Hessiana calcoliamo le derivate seconde:
fxm _ (eylogacg) — y(y — 1)eylogac’
X

x 2
B Jlog _ eylogx
foy = (e log ), = - (ylogz + 1),

fyy = (eylogw logx), = eylogx(log 1’)2.

Dunque

_ (f22(1,0) fay(1,0)) _ (0 1
noo = (o) 7200) = (1 o)
Perci6 det H(1,0) = =1 < 0 e (1,0) & un punto di sella.

Esercizio
Sia
0 =z€[-m—F]
fle)=135 z€(-5.%)
0 =xze[f,m

in [—m, ) ripetuta per periodicita in R.
Calcolare il coefficiente ag

11 (32
alp = —= cos(10x) dx =
T2 J_

Esercizio
Data la funzione

Fla,y) = (1 +ay)e™
calcolare
eventuali punti in cui Df =0
la matrice Hessiana H f(x,y)
la matrice Hessiana nei punti in cui Df =0
Classificare i punti in cui Df =0

f(r.y) = 1+ zy)e™
D,f = —=2z(1+zy)e ™ +ye ™ = (—2z — 22%y +y)e *
Dyf = ze
z=0 y=0
Dyof = (—dzy — 2 — 22y + 42°(1 + avy))e_gﬁ2
Dy, f=0
Dy, f = e — 2%

Esercizio Calcolare

/ / sin? ydzdy
D
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ove

D:{(x.y)G]RzzOgazgE

2
Esercizio Scrivere come polinomio trigonometrico la funzione

0<y<ux}

f(z) =sin® x + cos x

Esercizio Calcolare
/ / sin? ydady
D
ove

D:{(x.y)€R2:O§x§g 0<y<uz}

Esercizio
Calcolare l'integrale doppio

//D:c(2+y)d:rdy

D={(z,y):0<x<1, 2* <y<uz}
Esercizio
Data la forma differenziale

w = 2zydz + 22dy

calcolare 'integrale lungo la curva individuata dalla circonfe-
renza {(z,y) € R?: 2% +y? =1}

Esercizio

Data la funzione

fla,y) = \/2+;y,

calcolare I'insieme di definizione e le derivate parziali prime.
Esercizio
Data la serie di potenze
+oo n
1
> () =
n=1

determinare l'intervallo di convergenza.
Esercizio Data

f(x):{o -1 <z <0,

sinx 0<x<m,

e ripetuta in modo periodico in R, determinare i coefficienti ag
e by della serie di Fourier

Esercizio

Funzioni di variabile complessa: data f(z) = z* scrivere co-
me u(z,y) + iv(z,y), verificare che risulta derivabile in senso
complesso tramite le condizioni di Cauchy-Riemann.

Uy = Vy, Uy = — Vg

Esercizio
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Calcolare I'integrale doppio

//D(:E + y)dzdy

D={(z,y):x+y<1, >0, y>0}

(a) Fornire la definizione di integrale curvilineo di una forma
differenziale.
(b) Data la forma differenziale

w = (2zsiny + z)dx + z° cos ydy
calcolare l'integrale lungo la curva individuata dall’arco di cir-
conferenza {(z,y) € R? : 22 +y> =1, >0 y > 0} nel verso
che va da P, = (1,0) a P, = (0,1)
Esercizio
Data la funzione

fla,y) =e v,

con a parametro reale non nullo, calcolare eventuali punti sta-
zionari e classificare tali punti (min, max, sella) al variare del
parametro a non nullo.

Esercizio

Selezionare la risposta giusta. La serie di potenze

o
g nx” risulta
n=1

[a] convergente per ogni x reale

@ sempre divergente
nessuna delle precedenti

Esercizio
Data

f(z) =1+sinz — 2sin’ z,
scrivere nella forma di polinomio trigonometrico determinando
i coefficienti
ao/2 + SN a, cos(nz) + by sin(nz) .
Esercizio
Funzioni di variabile complessa: data f(z) = z3+cos z scrivere
come u(z,y)+iv(z,y), verificare che risulta derivabile in senso
complesso tramite le condizioni di Cauchy-Riemann.

Up = Vy, Uy = — Vg

Esercizio
Calcolare I'integrale doppio

/ / xdzxdy
D
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ove
D={(z,y):0<2<2, 0<y <z}

tenendo conto che D ¢ un dominio normale e verificare il risultato applicando

le formule di Gauss Green.

Soluzione.

2 2 8
/ Vrzdr = 2252 = 22
0 5 5

m: x=t y=0,tel0,2],
Yo x=2,y=t, te[(),\/ﬁ] —y3: =t y=+ttec|0,2]
Con la formula di Gauss-Green

2 V2 V2
/ / (zy),dzdy = — / rydr = — / t0dt — / 2t0dt + / 232t =
D oD 0 0 0

8
—V?2
5\[

Con la formula di Gauss-Green

V2 2
/ / (2%/2)dxdy = / 2% /2dy = / 4/2dt + / 32 Jadt =
D oD 0 0

2v2 - 2% )5 = %ﬁ

Esercizio
Calcolare l'integrale curvilineo della forma differenziale

/ (T +y)de + (Ty — x)dy.
C

ove C' ¢ la circonferenza x? + y? = 1 percorsa in senso antiorario.
Soluzione.

/ (Tx 4 y)dx + (Ty — x)dy =

C
2w

/ <(7 cosf + sinf)(—sinf) + (7siné — cos f) cos 9) df =
0

27
— / sin® 0 + cos? 0dO = —2r
0

Esercizio

Data f(x) = 222 + 323 cosx + 27 cos x in [—7, 7) ripetuta in modo
periodico in R, determinare i coefficienti ag e a,, della serie di Fourier
S =ap/2 + 3 ay cos(nz) + by sin(nz) .

2 [T 22 4
ag = / 20%dr = 2273 = Z 1
T Jo T3 3

an = / 222 cos(nzx)dr = / 2% (sin(nz)) de = 0—— [ zsin(nz)dz.
0 0

T ™n ™ Jo
Dalla formula di integrazioni per parti rimane solo il contributo agli estremi:

8 8
2 zcos(na)|T = (—1)" =

™2 2
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an = (-1)"—

Esercizio
Calcolare I'integrale doppio

/ | wizay

D={(z,y):0<z<1, 2?<y<a}

Esercizio

Data la forma differenziale w = 3?dz in R?. Sia v la curva che descrive il
perimetro del quadrato [0,2] x [0, 2] percorsa in senso antiorario, calcolare
I'integrale curvilineo della forma su .

Calcoliamo il valore dell’integrale

/w—/w+/w+/w+/
7 V2 V3 V4

1: y=00<z<2

I'integrale vale 0
Y2 x=2 0<y<2

Iintegrale vale 0

I'integrale vale —8
4 z=0 0<y<?2
I'integrale vale 0. Risultato=—8
Esercizio
Calcolare i punti stazionari (in cui si annullano le derivate prime) della
funzione f(x,y) = sin(zy)

ycos(zy) =0 xcos(zxy) =0

0,0)U{zy =n/2+kn, keZ}
Esercizio
Calcolare l'integrale curvilineo della forma differenziale

/ (ax + y)dz + (ay — x)dy.
c

ove C ¢ la circonferenza x? 4+ y? = 4 percorsa in senso antiorario, al variare
del parametro a reale.

/ (ax +y)dx + (ay — x)dy = / ydx — xdy = —8m
C C

Risultato = —8x
Esercizio Analisi complessa:
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—z . .
dimostrare dimostrare

(a) Utilizzando sin z = £5¢

sin(z1 4 22) + sin(z; — 2z2) = 2sin 23 cos 23

(b) Calcolare i poli e i rispettivi ordini della funzione

z+1

f(z) = ma

(a)

e? —Z ef1tz2 _ g—21—22 ef1 %2 _ g—R1t22

—e
2i 2i 2i
21 ( o2 —2z —z —2z z
= ¢ (e —.ke ) _ ¢ (e ,2+6 2 = 2cos z98in z1
27 21

(b) z =0 (polo di ordine 1), z = 2(polo di ordine 2).

Esercizio Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione di 27
intorno all’asse = della curva descritta dal grafico della funzione f(x) = 22

per 0 < x < 1.
—QW//ydxdy

Se D il rettangoloide di base [a, b] determinato da una funzione f continua

e non negativa.
—27r/ dx/ ydy—w/ f2
V= 7r/ aide = =
0 5

Calcolare il volume del solido generato dalla rotazione 27 intorno all’asse
z della curva descritta dal grafico della funzione f(z) = (e® + e™%), per
0<x<1

|
V—7r/ ("4 e %) dx =
o 4

w1 1 _
1(56256 — 56 2z + 21’)’% =
w1, T, 9

4(5(6 —eH+2)= g(e —e )+ 3

20. Equazioni di terzo grado (cenni).

Ricordiamo che un polinomio di grado 3 ha esattamente 3 radici (con even-
tuale molteplicita ) e che se i coefficienti sono reali le radici posso essere:
tre radici reali; una radice reale e due complesse coniugate. Infatti il teore-
ma della radice complessa coniugata afferma che dato P polinomio in una
variabile a coefficienti reali se x + iy & una sua radice, allora anche x — iy e
una radice di P. Radici di polinomi.

Gerolamo Cardano (1501-1576). Tartaglia (1500-1557) Ludovico Ferrari (1522-
1565)

b, ¢, d numeri reali.
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2 4+br+ecx+d=0

r=y+k

Prima riduzione: determinare il valore di k per rendere 0 il coefficiente di

y2.

x3+bx2+cx+d20
(y+ kP +by+k)?+cly+k)+d=0

y® + 3ky? + 3k%y + k3 + by? + 2bky + bk  +cy +ck+d =0

P4+ Bk +b)y? + 3k + 20k + )y + k3 +bk* +ck+d=0
Allora

b
3k+b=0 k:—g
b2 b2 b2
2
2 = 7_27 = ——
3k” + 20k + ¢ 39 3-|-C 3+c
: ¥oob b 26 b
B 4bk?+ck+d=——+——c-+d="02 —c=+d
+ + ck + 27—1—9 c3+ 57 cS—i-
Sostituiamo
r=y—0/3
nell’equazione
b2 263 b
3 I — C— =
y° =+ ( 3+c)y+27 03+d 0
p=-b*/3+c

q=203/27 —be/3 +d
Quindi

v +py+q=0

Seconda riduzione: cercare y come la somma di v e v (da determinare).
y=u+v
Sostituendo nell’equazione
vy +a=(ut o) +plutv)+g=u’+0°+ Buvtp)(utv)+q=0
Allora
ud 03 = —q

v = —p3/27

Abbiamo la somma e il prodotto di u? e v3: possiamo costruire I’equazione

di secondo grado di cui sono soluzioni.
Ricordiamo: z2- somma z+ prodotto =0
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2 4qz—p3/21=0
Esempio. La formula di Tartaglia fornisce la soluzione dell’equazione z
VYApy+q=0 = p=—-1,¢=0
Conosciamo le tre radici reali di 2° — z = 0. Proviamo a ottenerle applican-
do la formula

S_r=0.

2 4+1/21=0 = z:—27(\/—1)
20 = Lz 2] = —Lz
T var ! 27
Dalle radici cubiche di ¢
1 1 3 1 1 3 1
R e LT
V3 3 2 2 3 2 2
Dalle radici cubiche di —z
P SRV S A B S
V3’ 3" 2 277 V32 2

Deduciamo
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