ESERCIZIO 19-05-2016
CONVOLUZIONE INFERIORE E SUPERIORE DI UNA
FUNZIONE

Data una funzione f : RN — R, f € C(RY) la convoluzione Inf-Sup f
indicate con f. e con f€

2
(2) fe(a?) = sup <f(y) _ Hx_y”2>
yERN L

1. ESERCIZIO: CASO REGOLARE

Consideriamo il seguente esempio. Sia

2
=[]l

N
1
€ — f = -
(3) fe(x ygﬁN[<Zyk>+2€Z ) }
k=1 k=1
Per zx fissato,

N 1 N
Fo= () + 5 Yo -
k=1 k=1

1 .
DijG:Qyj—z(xj—yj):O. j=1,...,N

Quindi

e sostituendo

(4) fe(z) = Kg: (2€j_)2x2> + 216%:(26261— 19514:)2].

k=1

Semplificando

(5) A p—
-
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2. ESERCIZIO: CASO NON REGOLARE (PUNTO ANGOLOSO DI MINIMO)
Consideriamo il seguente esempio. Sia

f=llxll-

N
6 = inf — T —yn)? |
(6) fe(@) nf, KZ%) 5 ;( k= Yk) ]
Assumiamo y # 0, calcoliamo il gradiente e poniamolo uguale a 0. Trovi-
amo

ye 1
(7) 7—*<$k—yk)=0 Vk=1...N.
lyll e

Allora abbiamo, quadrando

21/13 2
€ W:(ﬂfk*yk),

e sommando su k
|z —ylI* =
Questo implica
lz =yl =e.
Moltiplichiamo (7) per yx e sommiamo allora si ottiene

1
Iyl =~z — lol*) =
Dalla formula (7) otteniamo anche

ve(lyll +€) = llyller ~ VE=1...N.

Facendo il quadrato e addizionando

2 2 2
Iyl Alyll + €)% = Iyl |l

Ossia
lyll + €= llz|
e quindi
2| >e  y=|z|—e
per questo valore di y si ha
felw) = lall — 5.

Assumiamo |y| # 0 e |z| < ¢, allora
1 2
1yl + 5 lly = 2l” =

lelly WP | 1oP ol

2
—2 = =
lyll + 5 (HyH + [a” = 2)z[llyll = |yI(1 - e T 9e 2 5

Mentre fE in 0 fornisce

2
|zl
2¢

fe(z) =



ESERCIZIO 19-05-2016CONVOLUZIONE INFERIORE E SUPERIORE DI UNA FUNZIONB

Allora si ottiene

fulz) = {3!2 2l < e
2]l — 5 ||| > e.
3. ESERCIZIO: FUNZIONE DISCONTINUA
-1 <0
f(z) = {1 a0
, |z — yl”
(8) fe(z) = ;161% <f (y) + 26)
in | l=—wl”Y | o — yII”
(9)  fe(z) = min [;gg <f(y) + 2€>7;r>1g <f(y) - 26)}
o] ==yl |z -yl
(10)  fe(z) =min [;2% ( —1+ 26),;1;% <1 + 26)}
-1 <0

flz) = mm[<_1+§i>,1} x>0

x2 22 x2
i -14+4=—),1|=-14— —-1+—X<1
mm[( +2€>’ ] +26 +2€ <
2

—1+;C—§1 — 2% <4de = |z| <2/
€

-1 x <0
fz) = —1+% 0<x<2e
1 x> 24/€
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