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2 Calcolo di aree di figure piane

In questa sezione, calcoleremo alcune aree di figure piane, mediante le formule
(1), (2) e (3); che sono una conseguenza delle formule di Gauss-Green nel
piano. Fissiamo innanzitutto la notazione.

Sia A un dominio regolare di R?, indichiamo con m(A) I'area racchiusa dal
dominio, allora valgono le seguenti:

1
m(A)zi/amxdy—ydx, (1)



dove con 0A™T, indichiamo la frontiera di A orientata positivamente.

Nel caso in cui la frontiera di A sia parametrizzabile in coordinate polari,
e quindi descrivibile da una funzione p(#) con 6 € [0,27], 'area puod essere
calcolata come

m(A) =3 [ o 0)a0. (4)

La precedente sara ricavata in seguito (vedi esercizio 2).

ESERCIZIO 1 - Calcolare I'area del rettangoloide R:
R={(v,y) eR*Ya<z<b,0<y< f(r)}

dove f(z) € una funzione continua positiva.

La frontiera R e l'unione di quattro curve aperte, che indicheremo con ~;
con ¢ = 1,2,3,4. In particolare si ha:

71_: l’:t,y:f(t),te[a,b];

Yo ra=a,y=t,tel0, f(a);
Yo i x=t,y=0,t€ [a,bl;

72_: .T:b, y=t,te [va(b)]v
dove con il segno + indica se il verso dell’orientazione, che induce il parametro

t, crescente nell’intervallo indicato, € concorde rispetta a quella indotto da
R.
Usando la (3), si ottiene:

m(A):—/ ydx:—[—/_ydx—/_ydx+/+ydx—|—/+ydz];
0AT "1 Y2 o V4

3

dove il segno — all’interno della parentesi quadre, e presente perché la curva,
su cui avviene l'integrazione, ha orientazione opposta a quella indotta da R.
L’integrale su v, e ~; risultano nulli poiché dz = 0, il secondo & nullo in
quanto y = 0 su 3. Percido abbiamo:

m(A) = /7

in accordo con la classica interpetrazione dell’integrale di funzioni continue
e positive.

yar = [ fa)dr
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ESERCIZIO 2 - Calcolare 'area della figura piana A, racchiusa tra le seguenti
curve:
v x=tcosb, , y=tsinb , t €[0,p(01)];
2Fw=p(B)cost, y=p(0)sind, t € [0y, 0]
Y3 ¢ x=tcosby, y=tsinby , t € [0, p(s)];

dove p(f) & una funzione assegnata.

In analogia con l’esercizio 1 il segno =+, indica I’accordo o meno con il senso di
percorrenza indotto dal parametro t, rispetto a quello indotto sulla frontiera
dal dominio.

Dunque, useremo la (1) per il calcolo, ovvero

1
m(A) = 2 (/8A+ vy = oar” dx) '

Calcoliamo separatamente i seguenti integrali:

p(01)
[ﬁxdy—ydx:/o 1 (t cos by sin )y — tsin by cosby) dt = 0;

1

il calcolo dell’integrale su 75 ¢ analogo. Mentre

02

/+ rdy—ydr= / p(0) cosO d(psinf) — p(8)sin b d(pcos0)df =
80 01

poiche d(psinf) = sinf dp + pcosf df e d(pcosf) = cosf dp — psinf db.

Dunque, la precedente diventa:

0 0
— [ p?(cos? 0 + sin® 0)dH = / ’ p*(6)do.
91 91

Percio, la (1) diventa
1 o
T 2Js,

Notiamo che la (4) & un caso particolare della precedente, la si ottiene po-
nendo nella precedente 6; = 0, 6, = 27.

m(A) p*(6)do.

ESERCIZIO 3 - Calcolare I’area racchiusa dal primo arco di cicloide e ’asse .
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L’arco di cicloide ¢ descrivibile mediante le seguenti:
vy - x(t) =r(t —sint), y(t) = r(1 —cost) t € [0, 27].

Poiche z(27) = 27r, x(27) = 0, 'asse z, viene intersecato per questi due
valori. Il segmento, giacente sull’asse x, che congiunge questi due punti, e
parametrizzabile come:

v a(t)=t, yt)=0, te]l0,2n]

Possiamo calcolare 'area usando la (3):

2m 2m
m(A) =+ [ ydr= /0 r(1 — cost)d(r(t —sint)) = /0 r?(1 — cost)*dt;

71

poiche y(t) = 0 su 7. Inoltre vale

2T 2T
/ COSQt:/ (1 +cos2t)/2 =m;
0 0

27 2T
m(A) = / r2(1 — COS t)th = / 7“2(1 — 2cost + cos')dt = 3rr?.
0 0

3 Integrazione di forme differenziali

ESERCIZIO 1 - Calcolare I'integrale curvilineo del seguente forma differen-
ziale
w=(r—2)dz+ (1 — zy)dy + ydz;

lungo il segmento di estremi (0,0,0), (1,1,1). Successivamente, calcolare
I'integrale lungo la curva

Voox(t) =t, yt) =1 z(t) =13, t €0,1].

Il segmento puo essere parametrizzato come:

veoox(t)=t, yt)=t, z(t) =t, t €[0,1].
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Dunque
1
/w:/ (t— t)dt + (1 — t2)dt + tdt =
o 0

Nel secondo caso si ha:
1

/ w= / (t — t*)dt + (1 — t3)(2t)dt + t*(3t*)dt =
" 0

29

= — 3+ 3t)dt =
/ + 30°

ESERCIZIO 2 - Calcolare 'integrale curvilineo del seguente forma differen-
ziale
w = e“dx + e*dy + e¥dz;

lungo la curva
vioa(t) =1, yt) =t, 2(t) =€, t €10,1].
Analogamente al precedente esercizio, si ha:
/w = / t)dt + e*Dy/ (t)dt + ¥ (t)dt =

2t 2
- 9 _ err e“—1
—/O(eJret)d —{et+ 2}0—e+ 5

4 Massimi e minimi in domini limitati
ESERCIZIO 1 - Determinare il massimo e il minimo assoluti della funzione
fla,y) = 2%y +xy® —ay

nel dominio
T ={(z,y) € RQ’ x>0,y >0,2+y <1}
Il primo passo da fare, e la ricerca di eventuali punti critici, ovvero i punti

in cui il gradiente si annulla:

fo=2zy+y"—y=0 f,=a>+2zy—x=0



ovvero
y2x+y—1)=0 =z(z+2y—1)=0

da cui otteniamo l'esistenza di quattro punti critici. In ordine sono
y=0, x=0.

224+y—1=0, z2=0;,=2=0y=1
y=0, z+2y—1=0;=>2=1y=0.

1 1
20+y-1=0, 2+2Y-1=0=z=gy=2
Poniamo, per comodita P, = (0,0), P» = (0,1), P; = (1,0) e P, = (%7%)

Si nota che i primi tre punti appartengono alla frontiera di 7', dunque non
dobbiamo calcolare I’Hessiana; mentre ¢ necessaria per stabilire la natura di
P4.

Calcoliamo le derivate successive

foz =2y fyy =23, foy =20+2y—1.

Valutandole in Py si ottiene

11 2 11 2 11 1
Je (3’3) =3 Jw <3’3> =3 Jw (3’3) =3

Dunque il determinante dell’Hessiana vale

11y 4 1 1
detH (- 2y=2_1_2
¢ (3’3) 9 93V

11
f T <3a 3> > 0;
implica che H (%, %) e definita positiva, dunque abbiamo un minimo relativo.

Inoltre {1 1
(33) =7

Andiamo ad analizzare 'andamento della funzione sulla frontiera. Innanzi-
tutto notiamo che

ed

Ol' =L, ULy U L3



dove
Ly ={(x,y) € RQ‘ y=0,0<z<1}.

Ly =A{(z,y) ERQ‘[E:O,OS?JS 1}.

L3={(I,y)€R2‘0§y§1,l~:1_y}_

In altre parole Ly, Lo, L3 sono i lati del triangolo. Si vede subito che
flx,y)=0 su Ly U Ls.
Dunque, resta da studiare il comportamento di f su Lj
fay)|, =f0-gy)=0-9y+1-yy’ - 1-yy=0.

Percio concludiamo che il valore massimo assoluto di f in 7" ¢ 0, e viene
assunto in ogni punto (z,y) € 9T
Il minimo assoluto ¢ —1/27 e viene assunto nel punto FP.

ESERCIZIO 2 - Determinare il massimo e il minimo assoluti della funzione

1 1
flz,y) = |z|* + |y|

nel dominio
C ={(z,y) e R?| 2” +y* < 2}.

Per ovvi motivi di simmetria, possiamo invece, studiare il comportamento
della funzione in

I={(z,y) R 2 +y* <2, 2>0, y>0}.
Dunque se (z,y) € I si ha
flz,y) =27 +yi.

I punti critici di f si ottengono come in precedenza:



Dunque, non ci sono punti critici (si noti la singolarita del gradiente nell’origine).

Analizziamo ’andamento sulla frontiera, notiamo che

(9[:[1U[2U[3

dove
I ={(z,y) € R2’ y=0,0<z<v2}
L ={(z,y) € R2’ z=0,0<y<+v2}
I3 = {(x,y) €R2‘ 0<z<v2 0<y< V2 — a2},
Su I;: 1
flay)|, = 1(e.0) =¥
facendo la derivata otteniamo
d(f(z,0)) 1 _s
dr = 11’ 4 > 0,

Si vede che f(x,0) & crescente in x, dunque i valori estremi sono
£(0,0)=0, f(v2,0)= V2.
Analogamente si ottiene un risultato analogo per I;. Mentre su I3 si ha
fa.y), = fevV2—a?) =ar + (2 - )5

la cui derivata

= — 4 — — 2 — 2 8
dz o)
= lx 1 (1 - x£(2 - xz)’%>
4
Studiamo il segno della derivata, e positiva, se
$£(2 - xQ)’% <1
v < (2—x2)% = 1> <2-2%

<1 = 0<z<l.
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Ricordiamo che, essendo (z,y) € I3, si ha 0 < z < /2.
Quindi, f su I5 & crescente per 0 < z < 1, e decrescente 1 < z < v/2. Dunque
abbiamo un massimo in (1,1), in quanto y = v/2 — 22 = 1 per = 1. Inoltre

f(1,1) =2.
Dunque il valore minimo assoluto in [ ¢ 0, assunto in (0, 0). Il valore massimo

assoluto I ¢ 2 assunto in (1,1).

Ritornando al problema iniziale, si ha che il valore minimo assoluto in C' ¢ 0,
assunto in (0,0). Il valore massimo assoluto ¢ 2 assunto in (1, 1), (=1,1), (1,—1)
ed(—1,-1).

ESERCIZIO 3 - Determinare il massimo e il minimo assoluti della funzione
flzy) = 2° + 3y° + 2%y;

nel dominio
R={(z,y) e R’| 2| <1, [y| <1},

I punti critici sono soluzione di
fo=32"4+20y=0 f,=9°+2°=0 (5)

si noti che
92 +2°=0=2=0, y=0;

e dunque, essendo verificata anche la prima delle (5), si ha che (0,0) & 'unico
punto critico interno ad R.
Calcoliamo allora le derivate successive

Jra = 62 + 2y, facy:2x7 fyy:18y§

si noti che la matrice Hessiana in (0,0) & la matrice nulla. Dunque bisogna
andare a vedere gli ordini successivi, poiche

fmcx(oao) =6> Oa

allora ¢ un punto di sella.

Decomponiamo la frotiera come:

8R2L1UL2UL3UL4;
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dove
Ly ={(z,y) ERz‘ y=1 —1<zx<1}.

Ly ={(z,y) € R2’ y=-1, -1<z <1}

Ly={(z,y) R}z =1, 1<y <1}

Ly={(z,y) € R2’ r=-1, -1<y<1}.
Su L1, Lo, si ha:

d(f(x, +1))

flz,£1) =2+ (3+2%) = o

= x(3z £ 2).

si annulla per x = 0 e per x = F2/3. In corrispondenza di tali valori, la
funzione vale

Analogamente procediamo sui lati L3, L4, su cui la funzione vale

d(f(+1,9))

=92 +1>0:
dy y+ b)

f(£1l,y) = +1 + 3y +y =

la derivata risulta sempre positiva, dunque sui questi lati la funzione e cres-
cente.
Percio calcoliamo i valori agli estremi di Ls, L4, ovvero i vertici del quadrato.

fL,1) =5, f(1,-1)=-3, f(-1,1)=3, f(-1,-1)=-5.

Risulta che il massimo assoluto ¢ 5, assunto in (1, 1); il minimo assoluto & -5,
assunto in (—1,—1).

5 Calcolo di aree di superfici di rotazione

Richiamiamo il teorema di Guldino per le superfici di rotazione.

TEOREMA DI GULDINO - L’area A, della superficie generata dalla ro-
tazione di un angolo «, di una curva regolare 7, ¢ data dalla lunghezza della
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curva L, moltiplicata per la lunghezza dell’arco di circonferenza descritta
dalla rotazione baricentro della curva xg. In formule, il teorema afferma

A= O_/L.CEB. (6)

Ricordiamo che, assegnata una curva regolare v(t) = (z(t), z(t)), parametriz-
zata rispetto al parametro ¢ € [a, b]. La lunghezza & data da

L= [ @R+ (@)

il baricentro vale

@:ilxm:il%m¢wwy+w@yﬁ

Inserendo tali valori espliciti, per una curva regolare, la (6) diventa

A:al%@¢wwy+w@yﬁ. (7)

In alcuni casi, la precedente, risulta pitt semplice, in quanto non coinvolge la
lunghezza della curva, talvolta difficile da calcolare.

ESERCIZIO 1 - (Toro). 11 toro ¢ la superficie generata dalla rotazione com-
pleta (a = 27), di una circonferenza rispetto ad un asse, che non la interseca.
Piu precisamente, un esempio di toro e dato dalla rotazione di

v(t) = (R+rcost,rsint), te€[0,2x], 0<r<R;

intorno all’asse z.
Ovviamente L = 27r. Calcoliamo il baricentro:

1 2m
Tp —/ (R+rcost)rdt = R.
0

- 2rr

Dunque per la (6) si ha
A =271(2nr)R = 47*Rr.

ESERCIZIO 2 - (Sfera). La sfera ¢ generata dalla rotazione completa di un
suo meridiano rispetto all’asse z. Quindi possiamo scegliere

~v(t) = (rcost,rsint), te€ {_;T, 721 :
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ovviamente L = 7r. Inoltre

1 yon 1 52
g =— [ (rcost)rdt = —r’sint|”® = -

r Jo r 2 ™

Dunque

A= 27‘(’(7‘('7”)% = 4nr?.
T

ESERCIZIO 3 - (Paraboloide). Un paraboloide ¢ generata dalla rotazione
completa, di una parabola rispetto all’asse z. In particolare, possiamo as-
sumere

v(t) = (t,t%); te [0,V

dove l'altezza h ¢ assegnata. Il calcolo della lunghezza, non ¢ molto agevole,
ma per il calcolo dell’area possiamo riferirci direttamente alla (7)

vh

Vh 1+ 412)3
A:27T/ t\/1—|—4t2dt:7r(+)0
0

4

T

1 [(1+4h)2 —1].

OSSERVAZIONE: 11 calcolo della lunghezza della parabola, porta al seguente
integrale

vh
/ V1t 4idt;
0

che puo essere calcolato mediante una sostituzione del tipo 2t = sinh¢, e
sfruttando le nota proprieta

cosh? € =1+ sinh?¢, V€ € R.

6 Integrazione sulla superficie sferica
La parametrizzazione standard della sfera di raggio R e:
P(0,¢) = (Rcosfsin ¢, Rsinfsin ¢, Rcos @) ;

con ¢ € [0,7],0 € [0,27]. Dove ¢, detto latitudine, ¢ I'angolo che forma il

vettore OP e il semiasse positivo delle z, oreintato in senso antiorario. Men-
tre 6, detto longitudine e ’angolo formato tra il semiasse positivo delle z e
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la proiezione di OP sul piano (z,y), orientato in senso antiorario.

Data una funzione f continua, definita in un intorno della sfera S C RS,
definiamo

/Sf(x, y,2) dS = /0” ( 02” F(P(0, 6)) R? sin ¢ d&) do. (8)

Il motivo per cui compare il fattore R?sin¢ ¢ di carattere analitico, tiene
conto del fatto che vale la seguente

ds =|| ;073 X 8890?3 | depdo.

Dopo alcuni calcoli si giunge alla seguente
dS = R*sin ¢ dpd6.
ESERCIZIO 1 - Calcolare I'integrale sulla sfera, della seguente funzione

f(z,y,2) =2+

Applicando la riduzione in (8) si ha:
s 27
/Sf(a;, y.2)ds = | (/ [(Reossin )’ + (Rsinfsin 6)?] R sin ¢ d@) dp —
o \Jo
™ 2 ™
4 2 2] 3 _ 4 S _
R /0 (/o {cos 0 + sin 9} sin ¢d0> dp =21R /0 sin® ¢ sin ¢d¢ =
2r R /ﬂ(l — cos® ¢) sin ¢do;
0

con la sostituzione t = cos¢, si ha dt = — sin ¢d¢, otteniamo
e 2 4 tin 8 4
27TR/ dt(1—2) dt =27R* |2~ | | = SrRY
1 31-1 3
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7 Alcune identita sugli operatori differenziali

Prima di procedere allo svolgimento degli esempi, ricordiamo le principali
definizioni e notazioni, riguardanti i tipici operatori presenti nel corso (gra-
diente, divergenza e rotore).

Con F indichiamo un campo vettoriale, F, F5 ed F3 sono le sue componenti
rispetto alla base standard di R3.

Con f, g indichiamo funzioni a valori reali definite su un sottoinsieme di R?.
Tutte le funzioni sono sufficientemente regolari (ad esempio F' € C!, f € C?).

DEFINIZIONT:

3.0F, OF, 0F, OF;
divF = :
' Z < Oz, " On, * Oxy + Oxs’

Vf= (fwlafxzvfrs) = (

of of of).
8x1’8x2’8x3 ’

wurti— (PF2 OFs OF  0F; OF 0F
N 81:3 (9.1'2 ’ 81'3 (‘3:171 ’ 81’2 8:61 ’

dove f,, = 8% ed analoghe.

ESEMPIO 1 - curl(Vf) = 0.

Dalle definizioni precedenti si ottiene:
Ofss Ofss Ofei | Ofus Ofes _ Ofus
81’3 81’2 ’ 8x3 81’1 ’ 8332 8:61

per il teorema di inversione di Schwartz, si ha che le precedenti derivate pos-
sono essere scambiate, dunque si ottiene il risultato.

curt(9) =

ESEMPIO 2 - Calcolare div(V f).

Applicando le definzioni precedenti

3

vy =3 G Ofs _ 5~

=1 L =1

7 _

0x?
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0? 0? 0?
RIS
Jxi  Ox5  Orj
Tale operatore prende il nome di Laplaciano, ed ¢ usualmente indicato con
Ao V2.

ESERCIZIO 1 - Dimostrare la seguente identita

A(fg) = A(f)g+2Vf-Vg+ fA(g).

La precedente ¢ una banale conseguenza della regola di Leibnitz per la

derivata di un prodotto:
3
- ; (89&19 féh@)

S (o°f 0f dg D
_.Z<a 29+ 25, 8m2+f8x2)'

A questo punto per concludere, basta ricordare il prodotto scalare standard
in R3. Infatti dati due vettori & = (£,&,&) ed n = (n1,72,73), il loro
prodotto scalare vale

3
§-n==8&m+ &+ &= Z:fmi-

ESERCIZIO 2 - Dimostrare la seguente identita
div(f F)=div(F)f+Vf-F.

Analogamente alla precedente, applichiamo la regola di Leibnitz

OF; 0
div(f F) = divF = Z (8xf) Z(@i‘f—i—&fﬂ)’
i i=1 i i

da cui, ricordando il prodotto scalare in R? si ottiene l'identita.

15



8 Il teorema della divergenza in R?

TEOREMA (GAUSS). Sia T' un dominio regolare di R?, dato un campo
vettoriale F' di classe C'(T) N C(T), si ha

/ divF dxdydz = | F - v do; 9)
T or

dove v e il versore normale esterno al dominio, e do 1’elemento di superficie

su 07T.

ESERCIZIO 1 - Calcolare il flusso del campo vettoriale
F(z,y,z) = (z2,y,0);

attraverso la superficie sferica S di raggio R, centrata nell’origine.

L’esercizio richiede il calcolo di
/ F-vdo;
s
Notiamo che il dominio
B={(x,y,2) € R3‘ v? + oy + 22 < R}

soddisfa OB = S. Percio possiamo applicare il teorema della divergenza sul
dominio B ed ottenere cio che richiede I’esercizio.
Per quanto detto

/S Fovdo— /B divF dzdydz.
A questo punto, calcoliamo la divergenza:
divF = 0, Fy + 0y F> + 0. F3 = z + 1.
Quindi

R2_42_42
/B(z+ 1)dxdydz = /C ( —\/WL;Z dz) d:zcdy—l—/Bldxdydz.

Avendo integrato per 7fili”, e C' = {(z,y) € Rz‘ 22 +y? < R?}.
Si noti che

N/ o— 2Ry
/ —— 2zdz dxdy:/ (2‘ W) dxdy =0
R2—x?—y - Tty
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Mentre si ha che
/ ldxdydz
B

e pari al volume della sfera, dunque possiamo concludere che:

4
/F ‘v do :/ divF dxdydz :/ ldzdydz = —wR3.
s B B 3
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