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1. ELEMENTI DI TOPOLOGIA DI R"

Ricordiamo che per z,y € R valgono le seguenti proprieta
[z =0

x # 0 seesolose |z >0

|| = | — 2|

|zy| = |z[ly]

|z +y| < |z] + [yl

2] = lyll < [z =yl

1.1. Norma. R™ con p > 1. La formula
el = (21l + -+ o) P

definisce una norma in R™. (da dimostrare piu tardi tramite la disug-
uaglianza di Young, Holder, Minkowski).
Occorre verificare che valgono le seguenti proprieta Va,y,z € R™ e A € R:

e |z =0,
|z =0 <= =z=0,
Az = [A] - [l[],

lz +yll <l + vl

1.2. Il prodotto scalare. Il prodotto scalare in R™ € un numero reale dato
da

Ty =x1Y1 + -+ TmYm per ogni x,y,z € RMAER
Occorre verificare che valgono le seguenti proprieta

T-y=y-x, (x4y)-z=z-2+y-z, Mz -y) =z -y.

2
(2, 2) = ||
Esempio 1.1.
e La formula
Izlly = |z1] + -+ [zm|, 2= (21,...,2,) €R™

definisce una norma su R™. Infatti dimostriamo la disuguaglianza
triangolare

lz+yly = lz1+ oyl 4+ [om + yml <= lza] + [l + [2m] + [ym]
1
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= [lzlly + llyll,
e La formula

[l = max {[z1] ..., [2m[}

definisce una norma su R™.

|2+ ylloo = max {|z1 +y1], ..., [2m + ym|} < max {[z;|}+max {[yi|} = [z o+ ¥l
Vale la relazione

Jtim el = ol

Sfruttando la relazione tra le norme, valida per ogni p > 1
1
2]l < llzllp < me 2|
1.3. Intorni. Disegnare gli intorni

[elly <1 el <1l <1

]y <1 el <1

1l <1

Gli esempi appena visti sono casi particolari di una teoria molto impor-
tante. Ricordiamo alcune nozioni fondamentali

1.4. Spazi vettoriali. Uno spazio vettoriale su un campo K & un insieme V'
dotato di due operazioni binarie, dette somma e moltiplicazione per scalare,
caratterizzate da determinate proprieta

Gli elementi di V' sono detti vettori e quelli di K scalari. Le operazioni
sono:

-una somma dati due vettori u, v la somma fornisce un altro vettore indi-
cato con u+ v ,

(u,v) > u+wv

-un prodotto per scalare che dato un vettore v e uno scalare A fornisce un
altro vettore indicato con Av .

(AN v) = Av

Gli assiomi che queste due operazioni devono soddisfare sono i seguenti|
L’insieme V con la somma € un gruppo abeliano:
la somma ¢ commutativa e associativa,
esiste quindi un elemento neutro 0,
ogni vettore v ha un opposto che &€ normalmente indicato con —v ;

AMu+v)= u+ v Vie KVu,veV
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A+ A)v= + v VAN EKYeEV
(M) = A(Mv) VAN € K Yo eV

lv=vVYveV
Esempio R™ su R.

r+y=(r1+y,r2+ Y2, T+ Ym)
AeR
Az = (Axy, Azg, ..., ATp)

Sia V' uno spazio vettoriale, un sottoinsieme W di V & un sottospazio

vettoriale se & uno spazio vettoriale rispetto alle stesse operazioni di V.
YA MEK, YuveV = du+ \veWw

Notazione V(K), V su K

1.5. Spazi normati. Uno spazio vettoriale X (R) munito di norma si chiama

spazio vettoriale normato o semplicemente spazio normato. Vz,y,z € X e
A € R, valgono le proprieta:

e |[z]| =0,

o ||z]| =0 <= x=0,
o [[Az| = [A]- =],

o [z+yl <z + vl
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1.6. Disuguaglianza di Young. Dato p > 1, p € R diciamo coniugato di
p il numero reale ¢ tale che

- =1
p g

Teorema 1.2. Disuguaglianza di Young (esponenti reali): dati due numeri
reali positivi a e b, e dati p, ¢ numeri reali coniugati, si ha
aP bl
ab < — + —
p q

Dimostrazione 1.1. Fissiamo b > 0

f:[0,400) = R

Pl = e = piT
F"(67) > 0

Punto di minimo relativo che € anche punto di minimo assoluto

T 11
f(bﬁ):bp +be_b;>i1b:<+_1>bq:0
p q p q
Allora risulta per ogni numero reale a > 0

f(a) >0,
08510,

1 1
ab < —aP + b
p q

Teorema 1.3 (disuguaglianza di Holder). Per p,q esponenti coniugati e
p,q € [1,4+00) e Va,y € R™ abbiamo

(1.1) lz -yl < [lzlpllyllg-
Si fissi
R
[zl lyllq

Dalla disuguaglianza di Young

.|P .|q
aib; < 1 |xz|p 1 |y2|q
plzllp  allyllg
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Sommando

m m m

1D -|P 1577 -|q
Zaibi < 7Zz:1 |1:fl| i 72;:1 |§JZ‘ _
Pt P lzlp q |yl

Da cui si evince

Zazb 72 lzi| |yl

Tl Tolls =

e la disuguaglianza di Holder segue

(1.2) -yl < ll2llpllyllg-

Teorema 1.4 ( Disuguaglianza Minkowski ). Perp € [1,+00) eV x,y € R™
abbiamo

(1.3) lz+yllp < llzllp + [[Yllp-

|z + yil? = | +yi|p71|$i +uyi| <
|z + il P (il + |yil)

m

m m
Z lz; + il < Z s + yalP | + Z |z + il P il
i=1 i=1 i=1
Si ha

m m 1
q
> lwi+ wilP | < Nlellpll (@ +y) Pl = IIIIIp( > i +yi|(”1)q>

i=1 i=1

m m
>l wil? il < lyllplle + )@ Vg = ||y|p(2 i +yz-|<p-1>Q)

i=1 i=1

Quindida (p—1)g=1p
2+ yllb < = +yllb (lzllp + [lyll)

e dividendo per ||z + y|5”" (assumendo non nullo) si ottiene la Disug-
uaglianza di Minkowski

Q=

[+ yllp < llzllp + llyllp-

Esempio. R™(R) dotato della norma euclidea di z. Dato un punto
r=(x1,...,Tm) € R™

lally = (23 + -+ a2) "

Due norme ||z, ||z||, si dicono equivalenti se esistono due costanti m e
M tali che
m ], < lzfl, < M [z,

Si ha che le norme p per p > 1 sono tra loro equivalenti.
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Esercizio 1. Data la funzione

fla,y) =a® —y?
calcolare la derivata direzionale di f nel punto (1,2) lungo la direzione del
versore v = (1/v/2,1/1/2).
Calcolare il minimo e il massimo assoluti di f nella regione D delimitata
dal trapezio di vertici

(L 2), <*1> 2)v (1/4’ 1/2)7 <71/47 1/2)7
compresi i lati
Risposta f, = —v2 m = —4, M = —3/16.

Esercizio 2. Data la funzione f(z,y) = x—y determinare minimi e massimi
assoluti nell’insieme

{(z,y) eR?: -1 <2 <1, —2<y<2}
Risposta m=-3, M=3.

Esercizio 3. Data la funzione f(x,y) = 2% — y? 4+ 22y determinare minimi
e massimi assoluti nel cerchio unitario

{(z,y) eR?: 2® +4° <1}
Risposta m = —v/2, M = /2.
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Sia V' uno spazio vettoriale. Una norma su V' & una funzione che a ogni
vettore z di V' associa un numero reale ||z Vz,y,z € Ve A € R:
* [z =0,
ez =0 — =z=0,
o [[Azfl = [A] - fl=[],
o llz+yll < llll + [lyll-
Esempio R™

Definizione 1.5. Definiamo la distanza tra due punti di R™ tramite la
formula

d(z,y) = |z =yl

e d(z,y) >0

e d(z,y) =0 <= z=y
e d(z,y) =d(y, )

e d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

La base canonica in RY ¢ data da e' = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),
em = (0,0,...,1).

¢/ =(0,...1,0...0)
¥ =(0,...0,1...0).
ded,eF)=v2  j#k
R™ con la norma euclidea & un esempio di uno spazio metrico
(X, d)
X insieme e d la metrica
e d(z,y) >0
e d(z,y) =0 < xz=y

e d(z,y) =d(y,z)
o d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)
Ogni spazio normato € uno spazio metrico, dove la distanza tra due punti
x,y e data dalla norma del vettore x —y . In questi casi si dice che la metrica
d ¢ indotta dalla norma. Osserviamo che la metrica indotta da una norma ha
in piu le proprieta che non sono necessariamente vere in uno spazio metrico:
Invarianza per traslazioni

d(x+w,y +w) = d(z,y)

Riscalamento :
d(Az, \y) = |A|d(z,y)
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Non vale pero il viceversa, esistono cioe spazi metrici la cui metrica d non
puo derivare da una norma, come mostra ’esempio: L’insieme R dei numeri
reali, con la distanza data da

1
d(z,y) = ;| arctan x — arctan y|

La funzione ¢ ben definita e positiva a valori in [0, 1)

1 1 1 =
0 < —|arctanz — arctany| < —|arctanz| + |arctany| < — (5 + 5) = 1.
s s T2 2

La proprieta
arctanx = arctany <— r =y

segue dall’iniettivita della funzione arctan.
La simmetria

1 1
d(z,y) = ;| arctan x — arctany| = ;| arctany — arctan z| = d(y, x)

e verificata.
Vale la disuguaglianza triangolare

1 1
d(xz,y) = —| arctan z—arctan y| = —|arctan x—arctan z+arctan z—arctan y| <
7r T
1 1
—|arctan x — arctan z| + —| arctan z — arctan y| = d(z, z) + d(z,y)
o ™
La palla aperta unitaria in (R,d) con d(z,y) = | arctanz — 1 arctan y|

1
Bi(2,0) =z : —|arctanx — arctan 0| < 1 <= |arctanz| < Ve eR
T

dunque coincide con R.
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Vale
|d(z, z) —d(y, z)| < d(x,y) Vx,y,z€ X
Dimostrazione. La dimostrazione si basa sulle due disuguaglianze
d(z,z) = d(y, z) < d(z,y) d(z,y) > —(d(z,z) - d(y, 2)
Segue dalla disuguaglianza triangolare
d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

d(z,z) —d(y, z) < d(z,y)

d(y,z) < d(y,z) + d(z,2)
_d(ya ZL‘) S d(l‘, Z) - d(yv Z)

—d(.’L‘,y) < d(sz) - d(y,z) < d(x,y),

e dunque il risultato.
Definiamo 'intorno sferico (circolare) di centro zg e raggio r

B, (z9) :={z € R™ :d(z,z9) <7}.

Un insieme A C RV si dice aperto se ogni suo punto & centro di un intorno
circolare interamente contenuto in A. In simboli

VIO€A3T>0: BT(:L'())CA
L’insieme di tutti gli aperti si chiama topologia generata dalla metrica.

Proposizione 1. In uno spazio metrico ogni intorno circolare € un insieme
aperto, ogni unione di aperti ¢ un aperto, lintersezione di due aperti é un
aperto.

Infatti Vg € By (29)3r1 : By, C By(x). Fissiamo
ry =1 —d(x,zg)
allora da
d(y,x) <r = d(y,z0) <d(y,z) + d(x,z9) < r —d(xz,x0) + d(x,z0) =71

ovvero y € B,(xg). Dimostriamo ora che ogni unione di aperti & un aperto,
Consideriamo una famiglia A; di aperti. Sia x € UA;.
x € UA; se Ji tale che x € A;. Essendo A; un aperto dr > 0 tale che

Br(x) C A; CTUA;
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2. CONVERGENZA
2.1. Successioni.

Definizione 2.1. Una successione (x,,) x, € R™ é convergente, se esiste
un punto a € R™, detto limite della successione tale che ||z, — a|| — 0 per
n — 00.

Diremo anche che (x,,) converge ad a, e scriviamo

T, — a anche limz, = a

Esempio 2.2.
e Per m =1 si ha la nozione di convergenza per successioni reali

Definizione 2.3. Una successione (x,) x, € R™ ¢é una successione di
Cauchy se Ye > 0 Jv > 0 tale che ||y, — zp| < &, Yn,m > v

Equivalentemente

Definizione 2.4. Una successione (x,) x, € R™ ¢é una successione di
Cauchy se Ve >0 v > 0 tale ||xpyp — 0| <&, Vn>v,VpeN

(Caratterizzazione della convergenza). Sia (z,) z, € R™, a € R™ scrivi-
amo

Tn = (Tply - Tnm) € a=(al,...,am).

Allora z, — a in R™ <= 1z, — a; in R, per ciascuna componente k.
k=1,....,m.

In R™ non valgono piu i risultati che fanno uso della monotonia.
Proposizione 2. Siano (z,)(,yn) due successioni con Zn,y, € R™e
(An) CR.

e [l limite di una successione convergente € unico : se T, —> a € T, —
b, allora a = b.

o Se x, — a, allora x,, — a per ogni sottosuccessione (xn,) della
successione (xy,).

e Sex, —a ey, —b, allora x, +y, — a+0b.
e Sedy = A (inR) ex, = a (inR™), allora Mz, — Aa (in R™).
e Sexy, —a (in R™), allora ||zy|| — |la|| (in R).

Definizione 2.5. Una successione (x,) =, € R™ ¢ limitata, se esiste L € R
tale che ||zn|| < L per ognin.

Tutte le successioni convergenti sono limitate e vale

Teorema 2.6. (Bolzano—Weierstrass)Tutte le successioni limitate di R™
ammettono una sottosuccessione convergente

2.2. Spazi di Banach. Lo spazio di Banach ¢ uno spazio normato com-
pleto (ogni successione di Cauchy & convergente a un elemento dello spazio)
rispetto alla metrica indotta dalla norma.
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EsERrciIzIo 1

Dimostrare
€ 2 y?
lzy| < -2+ =, Vr,y € R,e >0
2 2¢
Si ha
0 < (ex £y)? = 22?4 32 + 2exy,

si divide poi per 2e.

ESERcCIZIO 2

Dimostrare
2 2 2
lz+yl? = =l + 2z -y + ly|* Va,y e RY
N N N N
lz+yl* = (@e+u)? =D 27+ > v +2)  mye =
k=1 k=1 k=1 k=1
= [|lz|* + 2z - y + |ly||®
Esgrcizio 3
Dimostrare
2
ooyl < S+ D ve y e RV e 0
€
Si ha

0 < Jlew+y*|| = & [l + [|y*]| + 2¢2 -y,
si divide poi per 2e.
EsERcIZIO 4
Nel caso N = 2, dimostrare che la posizione seguente

]y /2 = (V1] + V]w2])?

non definisce una norma. (prendere i punti (0,1/4) e (1/4,0), si trova che
non e verificata la disuguaglianza triangolare.
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2.3. Interno, Esterno, Frontiera di un insieme.

Definizione 2.7. Sia a € R™ e r > 0 un numero reale. B,(a) di centro a
e raggio r per
B.(a) :={z eR™ : |z —al| <r}.

e Per m = 1 troviamo gli intervalli Ja — r,a + r|[.
e Per m = 2 troviamo il cerchio privato dei suoi punti frontiera
e Per m = 3 troviamo la palla privata dei suoi punti frontiera
Sia ACR™ex e R™
e 1 ¢ un punto interno di A se esiste r > 0 tale B.(z) C A.
e 1 & un punto esterno di A se esiste r > 0 tale che B,(z) C R™\ A.
e 1z & un punto frontiera di A se B,(x) incontra A e R™\ A per ogni
r > 0.
L’insieme dei punti interni esterni e di frontiera si chiama interno, esterno
e la frontiera dia A, e si denota con int(A), ext(A) e JA. Si utilizza anche
la notazione A° invece di int(A).
Sia A C R™.
e Gli insiemi int(A), ext(A), A formano una partizione di R™: sono
disgiunti e la loro riunione fornisce R™.

2.4. Insiemi aperti, chiusi, compatti.

Definizione 2.8. Sia X C R™ e x € R™. Si dice che il punto x ¢ di
aderenza per X se la palla By(z) incontra X per ogni r > 0. Linsieme dei
punti x con questa proprieta si chiama aderenza di X e si denota con X.

Proposizione 3. Sia X C R™ e x € R™, allora

re€X < I(z,) C Xex, >

Definizione 2.9. Sia X C R™. Si dice che X ¢ un insieme aperto se per
ogni x € X se esiste r > 0 tale che la palla By(x) é interamente contenuta
mn X.

Dati due punti distinti di R™ x e y esistono due aperti X e Y tali che
reXyeXeXNY =0

Proposizione 4. () ¢ R™ sono aperti. L’ unione qualsiasi di insiemi aperti
e un insieme aperto. L’intersezione di un numero finito di insiemi aperti e
un insieme aperto.

Definizione 2.10. Un insieme X é chiuso se l’insieme complementare in
R™ ¢ aperto

X & il piu piccolo insieme chiuso che contiene X.
Proposizione 5. ) ¢ R™ sono chiusi. L’unione di un numero finito di

insiemi chiusi € un insieme chiuso. L’intersezione qualunque di insiems
chiusi € un insieme chiuso .
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Definizione 2.11. K é limitato <= esiste una costante L tale che ||z| <
L per ogni x € K

1l diametro di K ¢ definito come

diam(K) = sup{d(z,y),z,y € K}.

Se diam(K) = +oo diremo che K é illimitato.
Definizione 2.12. K ¢ compatto se V(x,) C X esiste una sottosuccessione
(xn,) conlimz,, € X
Teorema 2.13. (Teorema di Heine-Borel) K compatto di R" <— K
e chiuso e limitato

L’intersezione infinita di una famiglia infinita di aperti pud non essere

aperta. Esempio (f%, %) L’intersezione {0}: un insieme chiuso.

() e R™ sono gli unici insiemi che sono sia aperti che chiusi.
Ci sono insiemi che non sono né aperti né chiusi, ad esempio gli intervalli
di R a cui appartiene un solo estremo.

2.5. Funzioni. A un sottoinsieme aperto di R™.

Lemma 2.14. Sia f: A—>R"eac A
Le due proprieta sequenti sono equivalenti

(a) Ye >0 36 > 0 tale che sex € A e ||z —al| <9, allora
1f(x) = fla)ll <e
(b) (xn) zp € A e xy, — a, allora f(z,) — f(a).
f & continua in A se é continua in ogni punto a € A, ossia
Ve > 039 > 0 tale chese z € A e ||z —all <9, allora ||f(x) — f(a)|| <e

2.6. Teorema di Weierstrass. Una funzione continua in un compatto am-
mette minimo e massimo assoluto.
Definizione della derivata di f in T

Definizione 2.15.
£ () :}Li% f(xl,...,xl+h7...,xm]1 f(xl,...,x“...,xm))
se tale limite esiste finito.
Definizione 2.16. Definizione del gradiente di f.
Df(x) = (far (@), fan (), -, fo, (@)
Definizione del Laplaciano di f.
Definizione 2.17. Sia Q un aperto di R™

fec*(Q)nc)

=1

A ¢ loperatore di Laplace o Laplaciano.
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Esempio 2.18. Calcolare il gradiente di f per
i) (@) = ]
) z#0 f(z) = [l
i) pern>3 2 #£0 f(z)=|lz]*™
D)l f(a) = a|? fo, = 22
)
)

Z;
[E]

i) 122 # 0 f(2) = o] fo, = 575
iii) r3pern >3 x#0 f(x )—||xH2 "
Je; = (2—n) HxHPn ﬁﬂ =(2-n) ||;|i|"
Esempio 2.19. Calcolare il Laplaciano di f per
. 2
i) £(2) = ||
i) fz) =[]
i) pern >3 2 #0 f(z) = ||lz|*"
rl f(x) = | fo, = 22 fzf:gl =24 l=)|* =
12z #0 f(x) ==l fa; = 3751 = a7
RIS
[E [

Al :nﬂ+1

iif) r3pern >3 2 #0 f(x) = |lz*
fro= @ =) =] iy = 2= )i >
Foiw = (2= n>W —n(2 —n)a?||z|| ™"

1
—2-n)n—sp =
[EI H )"
2.7. Principio del massimo per le funzioni armoniche. Sia {2 un in-

sieme aperto e limitato. Sia f € C?(Q) N C(Q). Una funzione armonica
soddisfa I’equazione di Laplace

i

L L

ii

A2 = (2= n)n

Af=0
Osserviamo che somma e differenza di funzioni armoniche sono funzioni ar-
moniche. Sia
M = max{f(x),z € 00}
m = min{ f(z),z € 00},
e f una funzione armonica.
Si ha

Principio del massimo per le funzioni armoniche
m< flx) <M xeQ.

Dimostremo
f@) <M zeq.
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La dimostrazione e basata sullo studio della funzione

ge(z) = flz) +ellz]? zet
ge(z) € C*(Q) NC(Q),

Age(z) = Af(z) + 2en >0
Allora non ci sono punti di massimo relativi interni per g., perché in tali
punti z, il Laplaciano Age(z.) < 0 (in dettaglio il caso n = 2). Allora se
x € Q) si ha
ge() < max{f(x) + ¢ 2]]* & € 92}

Ricordando che € & limitato per ipotesi, si ha che esiste un numero reale L
tale che

lz| <L ze€Q.
Sex e
ge(z) < max{f(x) + eL? x € 0Q} = M + €eL?,
ossia
flz) +eljz]|* < M + €L
Il risultato segue per € — 0.
Svolgere

m< f(z) z€Q,

considerando la funzione

ge(z) = flz) —ellz]? z e

3. IL TEOREMA DI WEIERSTRASS IN SPAZI METRICI

Definizione 3.1. Un sottoinsieme K dello spazio metrico X, d si dice com-
patto se da ogni successione xp di punti di K si puo estrarre una sottosuc-
cessione convergente verso un punto x € K

Definizione 3.2. Sia (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici. f: X —Y ¢
continua in xg € X se Vap C X — xo (ossia dx(xg,x9) — 0), risulta

f(@r) = f(xo) (ossia dy (f(zx), f(x0)) = 0).

f é continua in X se é continua in ogni punto di X.

Sia K un sottoinsieme compatto dello spazio metrico X, desia f : K — R.
Allora

Definizione 3.3. Un punto xg del sottoinsieme K dello spazio metrico
(X,d) é di massimo assoluto per la funzione f se

Ve e K f(z) < f(xo)

Un punto xy del sottoinsieme K dello spazio metrico (X,d) é di minimo
assoluto per la funzion f se

Ve e K f(x) > f(xo)
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Teorema 3.4. Sia K un sottoinsieme compatto dello spazio metrico (X, d)
e sia f: K — R una funzione continua. Allora f ¢ dotata di minimo e
massimo assoluti su K.

Dimostrazione 3.1. Consideriamo dapprima la dimostrazione che f é
dotata di massimo assoluto su K. Occore dimostrare che detto

M =sup{f(z): =€ K},

allora
M # +o0

Jrog e K: f(zg) =M

Come primo punto verifichiamo che esiste una successione xjy in K tale
che

li =M

Se M # +oo seque dalla proprieta del sup
1
Vk dxp e K : M_E<f(xk)SM
Se M = +oc0
Vk dxp € K - f(.%’k) >k

In ogni caso f(xy) — M.

K ¢ un insieme compatto quindi possiamo estrarre una sottosuccessione
convergente a un elemento xo € K: f(xy,) — f(xo) per la continuita di f.

M= lim f(zp)= lim f(zr,)=f(zo)

k—+o00
M # 40 e
Jxg € K : f(xo) = M.
Analogamente per stabilire [’esistenza del punto di minimo.
3.1. Funzione Distanza. Consideriamo la funzione distanza di € RY
(3.1) distg(x) = inf ||z —y]|.
yeK
||z — y||: sitratta di una funzione continua, K & un insieme compatto, come

applicazione del teorema di Weierstrass, abbiamo che il minimo ¢ assunto.
Allora per qualche y* € K.

distg(r) = ||z = y7|

distg : RV — R la funzione distanza di € RV dall’insieme compatto K &
allora definita
distg(zr) = min ||z — y|| .
(@) = min o — ]

Vale 0 in K.



METODI MATEMATICI PER L’INGEGNERIA 17

Proposizione 6. Sia K un insieme compatto. Allora disty & Lipschitz
continua

|disty (z) — distg(2')| < ||v — 2’| Va2’ € RV,
Dimostrazione 3.2. distx(z') = 2’ — ¢ per qualche § € K allora
disty(z) — distg (2') < ||z — 9] — Hx' - QH < Hx - 1:'” .
La dimostrazione seque scambiando il ruolo di x and x’.

Vale il seguente risultato di separazione. Siano X e Y sono due insieme
compatti non vuoti e disgiunti di R™. Allora

B dist(x, X)
fz) = dist(x, X) + dist(z,Y)
verifica
0 reX
f@) = {1 zxey

ossia f separa X e Y

3.2. Esempio con uso del moltiplicatore di Lagrange. Ricordiamo che

e La condizione al primo ordine non distingue massimi, minimi o punti
di sella

e Nel caso di funzioni C1(Q) N C(Q) possiamo calcolare i massimi e
minimi assoluti della funzione f confrontando i valori della funzione
tra punti interni in cui si annulla il gradiente e il massimo e il minimo
valore della funzione sulla frontiera.

Breve introduzione nel caso N = 2.
Equazione del vincolo. Sia g una funzione regolare.

V =A{(z,y) : gla,y) = 0}
Assumiamo che V sia il sostegno di una curva regolare semplice v di equazioni
parametriche
r=x(t), y=yt),tel
Supponiamo che tg = (g, yo) sia un punto di massimo o minimo relativo
per la funzione ¢

B(to) = f(z1(to), z2(t0))

¢'(to) = fulx(to), y(to))a' (to) + fy(x(to), y(to))y'(to) =0
In corrispondenza di un massimo o di un minimo relativo per f il gradiente
di f deve essere ortogonale alla curva v = (z(t),y(t)) (ricordiamo V =
{(z,y) : g(x,y) = 0} e V sostegno di una curva regolare semplice =y )
Si puo dimostrare il seguente
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Teorema 3.5. Siano f e g funzioni C*(A) con A aperto di R? e sia (zo,yo)
un punto regolare per V. Allora (zo,y0) € un punto stazionario vincolato a
V' se e sole se 3 un numero reale \g tale che

D f(x0,y0) + AoDg(xo,yo)
Definiamo
L(z,y,A) = f(z,y) + Ag(z,y).
La funzione L si chiama funzione Lagrangiana. Dipende anche dalla vari-

abile A, che prende il nome di moltiplicatore di Lagrange. Risolveremo il
sistema

Ly(2,y,A) =0
Ly<x7y7)‘) = 0
LA(Iay7)‘) =0

L’ultima equazione & I’equazione del vincolo e il sistema diventa
L$(1'a Y, )‘) = f$<$ay) + )‘gw(xay) =0
Ly(z,y,\) = fy(2,y) + Agy(z,y) =0
g(z,y) =0

Esercizio 3.6. Tra tutti i rettangoli inscritti nell’ellisse di equazione 2—2 +

2 . .
%—2 = 1 trovare quello di area massima.

Possiamo calcolare con un metodo di sostituzione (2, 2y semi-lato)
2 2 2
x z b
7+y7:1<:>y:b l-— <= y=-Va? - 22
a b a a

Segue

f(z) =4dzy = %bx\/ a? — x2.
f(z) = 41’(,/(12_372_5522> -0

a a? —x
Si ricava z = a/v/2, y = b/v/2 f(a/V/2,b/V/2) = 2ab
Esercizio 3.7. Tra tutti i rettangoli inscritti nell’ellisse di equazione 2—; +

2 . .
%—2 =1 trovare quello di area massima.

(2z, 2y semi-lato)

In forma parametrica

z(t) = acos(t) t € [0,7/2]
y(t) = bsin(t)

@(t) = 4abcos(t) sin(t) = 2absin(2t) ¢ € [0,7/2]
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¢'(t) =0 < sin(2t) =0 t € [0,7/2]
¢(m/4) = 2ab ¢(0) = ¢(7/2) =0

3.2.1. Metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

maxg y 4xy
Cor=1
x>0, y>0
z2  y?
L(x,y,A\) = Igzx4xy + )\(ﬁ +i5 - 1)

Si calcolano i punti stazionari della funzione L

dy+ 3¢ =0
4:13—&—%1’:0
2 2

Hrk=1

2a%y
A= —
x
Sostituendo e semplificando
$2 o y2
aZ T b2
2 2
g
2
2 a
Tt =—,
2
la cui soluzione positiva &
a
r=—.
V2
Dunque
a b

N

19

Esercizio 3.8. Tra tutti i parallelepipedi retti a base rettangolare inscritti

in un ellissoide di equazione

132 N y2 2’2
a?

determinare quello di volume massimo.
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Se z, y, z indicano i semispigoli si tratta di massimizzare la funzione
f(x3 y7 Z) = 8xy23

soggetta al vincolo o 4 %j + 'Z—; =1,conz >0,y >0,z2>0.

(12
Il problema puo essere scritto nella forma
maxy y » 8TYz
2 2 2
A AE
x>0,y>0,2>0

3.3. Metodo dei moltiplicatori di Lagrange.

maxy y » 3TY2
2 2 2
Brhra=
2 2 2
_ r. Yy
L(z,y,2z,A) = I;}&)Z(Sxyz + )\(a2 + 2 + =2 1)
Si calcolano i punti stazionari della funzione L
8yz + 2{% =
8xrz + % =
8xy + % =0
2 2
Erhrs=
Si ricava dalla prima equazione

42
o _daTyz

x
8222b% — 8a’y?z =0
8x2yc® + 8yz?a®> =0

2 2 2
R

Semplificando
a2 _y?
az b2
z? _ 22
GG e
mrhta=
2
2 a
Tt = —
3 )
la cui soluzione positiva e
a
r=—.
V3
Dunque
a b c
T=— = — z=—.
N BV V3
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Esercizio 3.9. Siano a; >0Vi=1,...,N. Massimizzare la funzione

N
f(.%'l,.%'g,...,xN) :2NH£Ui,
i=1
sotto la condizione
N
> =1, 4;>0¥i=1..N

=1

ﬁgw ‘ s&m

N
i
L(l‘l,CL‘Q,...,JJN,A) H}E?X2 1_[11:7‘—’_/\2712_1)
%

Si calcolano i punti stazionari della funzione L

OL(x1,x2,..., TN, A) _ 9N H 2)\xk 0 k= N
8Ik i=1,i#k k

Si ricava dalla prima equazione (k = 1)
N— N
\ = 2 taf [Ty i
T

Sostituendo in tutte le altre

ak:vl H T; — 2 mkalnxlfo k=2,...,N
1=2,i#k

Semplificando
a%x%—x%a% =0k=2,...,N

Semplificando

8
=1

8
ot

[S)
= ho= o]
IS
WISV

8
8

[S)
=
|

3]
Wi

848,
S N
Il
@‘8
zhzr

» I
I
S48
I
\!—‘

&
%
© a4
<
Il
J—‘
=

2
2 _ 4
TN
la cui soluzione positiva e
Q;
T; =

2
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Dunque
@
Ti=—— i=1,...,N

VN

Esercizio 3.10. Calcolare per a e b non entrambi nulli il minimo e il mas-
simo assoluti della funzione ax + by nell’insieme 2% + 3> = 1.
Si definisce la funzione Lagrangiana

fl,y,\) = az + by + Mz +y* — 1).

Applicando il metodo dei moltiplicatori si ricava
m=—va2+b2, M=+/a2+?

4. CALCOLO DIFFERENZIALE IN RY

Definizione della derivata parziale prima di f in T € A, A aperto di R"

Definizione 4.1.
_ . f@, Tt by T) — [T, Ty, Tn)
, =1
fxz(x) hli)I%) h )
se tale limite esiste finito.

Definizione 4.2. Definizione del gradiente di f.
Df(.%’) = (f131 (.’13'), fm(l'), ) fxn(x))

Definizione 4.3. f : A — R si dice differenziabile in x € A se esiste il
gradiente di f e se vale la relazione di limite

po S+ ) = f(@) = D) b

h—0 | A

Df(l’) = (f:m (x)a fIQ(x)7 ) fxn(x))

Si puo anche scrivere
fle+h)=f(@)+Df(x)-h+o([hl]) h—0

f & differenziabile in A se & differenziabile in ogni punto appartenente
all’insieme aperto A.
Se f & differenziabile in x € A allora f & continua in z Infatti

lim f(z +h) = f(2) + lim Df(z) - h+o(||2]]) = f(2)

=0

Teorema 4.4. Teorema del differenziale Sia f : A — R una funzione
derivabile in A aperto di R™. Se fz,, fzy,---, [z, Sono continue in x € A
allora f e differenziabile in x € A

Teorema 4.5. Teorema di derivazione delle funzioni composte Sia
/A = R una funzione derivabile in A aperto di R™. Se z(t) = (z1(t), x2(t), ..., zn(t))
sono derivabili int € I e se f é differenziabile in x(t) € A allora

F(t) = f(x(t))
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¢ derivabile in t e la sua derivata vale

F'(t) = Df(x(t)) - '(t)
Teorema 4.6. Derivata direzionale di funzioni differenziabili Sia
f A — R una funzione derivabile in A aperto di R™. Se f ¢ differenziabile

mx € A allora f ammette derivata direzionale in ogni direzione A e vale la
relazione

I 1) = Df() A
Esercizio 4.7. Sia © = (x1,x9,...,xy,). Per £ #0
f(x) =n|z|
Ty
T
fA,zl— T; a:z':l_ xlz
Tl TPl ) T e

1
Aln|z|| = (n — 2)—2
|l

Sen =2 allora Aln||z| = 0.
5. ESERCIZI SU MINIMI E MASSIMI RELATIVI IN R2

Esercizio 5.1. Data f(x,y) = 2® +y3 — (1 + = + y)® in R%, calcolarne
eventuali massimi e minimi relativi.

Cerchiamo i punti stazionari

=322 -3(1+z+y)?=0
S =32 -301+z+y?=0

Riscriviamo il sistema sostituendo alla prima equazione la differenza tra la
prima e la seconda:

{ 22 —y? =0 { (@ —y)(z+y) =0

y?— (14 z+y)? v — (1+z+y)?

da cui otteniamo due sottosistemi

r= -y r=1y
V- (14+z+y)?=0 V- (14+z+y)?=0

Per il primo possiamo scrivere:

rT=-Y = -y
- (—y+y?=0 y=+=+1
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ottenendo i punti A(1,—1) e B(—1,1).
Passando al secondo sistema

=Y T=1y
y* — (1+2y)* =0 3 +4y+1=0
ottenendo i punti C(—1,—1) e D(—%,—3).
Calcoliamo ora la matrice Hessiana:
*f 0% f 9% f
—5 = 6z—6(1 = 6y—6(1 —— =—6(1
52 6z —6(1+z+y) 42 6y—6(14+z+y) 900y 6(1+z+y)
2f  0°f
2
H= (ggf %g%})
0xdy Oy?
Per A(1,-1)
6-6(1+1-1) —-6(1+1-1) |
’ —6 6-6(L+1—1) 30<0

il determinante della matrice & negativo, il punto e di sella.
Per B(—1,1)

6 0 =-36<0

'—12 —6’
il determinante della matrice risulta negativo, il punto e di sella.
Per C(—1,-1)
0 6
‘ 6 0‘ =-36<0

il determinante della matrice € negativo, il punto e di sella.

Per D(—%, —%)

-4 2
2 -4

‘—12>0

2
Poiche il determinante della matrice & positivo e %(D) =—-4<0,Deun
punto di massimo relativo.

Esercizio. Classificare gli eventuali punti stazionari della funzione definita
in R? da

f(z,y) = cosz + siny

Soluzione:
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I punti stazionari della funzione sono dati dal sistema

a%f(%y)zo — —sinz =0 — x=km keZ
Sy f(@y) =0 cosy =0 y=73+jm JjEZ

Si hanno dunque infiniti punti stazionari, ciascuno di coordinate (km, § +
jm), al variare di k € Z, j € Z. La matrice hessiana in un generico punto

(z,y) &
o= (70

—siny

Calcolandola in un generico punto stazionario diventa

T ) -1 k+1 0

H(k:7r, 5 +]7r) = (( 3 (—1)j+1>
Il determinante della matrice Hessiana in un generico punto stazionario
risulta (—1)7T*. Dunque, se k e j sono entrambi pari o entrambi dispari, il
determinante risulta pari a 1 e dunque positivo; si trattera di punti di max o
min relativo a seconda del segni di (—1)¥*1: se k ¢ pari di tratta di un punto
di max relativo, se k & dispari si tratta di un minimo relativo. Ripetendo
se k e j sono entrambi pari si tratta di un massimo relativo. Se invece k e
j sono entrambi dispari si tratta di un minimo relativo. Infine se infine k ¢
pari e j & dispari (o viceversa), abbiamo un punto di sella poiché il valore
del determinante ¢ —1.

6. LA FORMULA DI TAYLOR IN R"™

Assumeremo ipotesi di regolarita. Sia A un aperto di R™, h = (hy, ha), ... hy),
i punti g, 29 + h siano appartenenti all’insieme A. Sia f € C?(A).

6.1. La formula di Taylor in R" con il resto di Lagrange. Dimostr-
eremo la seguente formula

f(l'() + h) = f(l'()) + Z fﬂfz (‘T)hz + % Z fIﬂj (IL’() + eh)hlh]
=1

ij=1
Dalla x(t) = « + th con h piccolo e h € R™. Poniamo
F(t) = f(z +th).

Applicando la regola di derivazione delle funzioni composte ove x(t) = x+th,
si ottiene

F'(t) = fu,(@ +th)h,
i=1
applicandola di nuovo

F'(t) = > fo, (@ + th)hih;,

i,7=1



26 METODI MATEMATICI PER L’ INGEGNERIA

dalla formula di Taylor per funzioni di una variabile reale si ottiene

F(1) = F(0) + F'(0) + %F”(@)

con 6 € (0,1).
Sostituendo in F'(t) = f(x + th) si ottiene

fwo+h) = f(xo) + D fui(@)hi + % D fuiay (@0 + 0h)hih;
i=1

i,7=1

Teorema 6.1. Sia f € C?(A). Sianno x, x + h punti di A : il segmento di
estremi x, © + h sia contenuto in A. Esiste 6§ € (0,1) tale che

Flao+h) = F(eo) + D Feulhit 3 D fuue, (w0 -+ 0h)hih
=1

ij=1
6.2. La formula di Taylor in R” con il resto di Peano. Dimostreremo
la seguente formula

n 1 n
fl@+h)=f@) + Y folx)hi+ 5 > foia; (@ + 0h)hih; + o(|[B]*) b — 0
i=1 i,j=1
Occorre dimostrare che
" foiay (@0 + 0)hihy = Y fara, (x0)hihj + o(|[]|?) b — 0
i,j=1 bj=1

n

Z (fwle (xO + eh) - f$i$j <x0)>hihj = 0(||hH2)
ij=1
Occorre tener presente la disuguaglianza
Proposizione 7. Sia A una matrice n x n. Sia h in R™. Allora
[ AR[| < [lA[ ][]

ove ||A|| é la norma di Frobenius della matrice A definita come

Al = Z|ai,j|
,j=1
Proof.
ailp a2 a1z ... A1n
A:
anl QAp2 Gp3 ... Ann

ai1hi + aioho 4+ a1shs + ...... + ainhy,
Ah =
ap1hi + anohs + apghs + ... + annhn
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n

AR = (| Y (ainhy + aigha + aighs + ...... + ainhn)?
i=1

SN ad [In] = Al A

i=1 j=1

[AR] <

Segue
| A - h| < || AR ||l < [[A]l||R]?

Teorema 6.2. Sia f € C*(A). Sianno x, x + h punti di A : il segmento di
estremi x, x + h sia contenuto in A. Allora

F+h) = F@) 4 fe@hhi+ 5 D fuay(+ Ok + o([[AIP) 0
i=1

ij=1
Infatti
[ iy (0 + OR) = fra, (o) |
lim 5 <
h=0 2]

lim || D? f(zq 4+ 0h) — D* f(xo)|| = 0
h—0

6.3. Minimi e Massimi Locali.

Definizione 6.3. Sia A un aperto e f : A — R, sia xg € A. Se esiste r > 0
tale che comunque preso x € AN By(xo) risulta f(x) > f(xo) allora zg é un
punto di minimo locale e f(xg é minimo locale

Definizione 6.4. Sia A un aperto e f : A — R, sia xg € A. Se esiste r > 0
tale che comunque preso x € AN By(xo) risulta f(x) < f(xo) allora xg é un
punto di massimo locale e f(xo é massimo locale

6.4. Matrice Hessiana.

Definizione 6.5. Sia f € C%(A). La Matrice Hessiana ¢ allora una matrice
simmetrica data da

Hf(xo) = (fl’zw] (xo))iJ:ly”

6.4.1. Minimi e Massimi Locali, n=2. Consideriamo le forme quadratiche
nel caso di dimensione due associate alla matrice hessiana. Ricordiamo che
la matrice hessiana, o matrice di Hesse, nel caso n = 2 & la matrice quadrata
2 x 2 delle derivate parziali seconde della funzione.

o*f
(Hf)%] - 8JTZ8$] 1, = 172

ove il simbolo 0z;0x; indica che prima deriviamo rispetto a x; e poi rispetto
a IE]'.
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Definizione 6.6. Una matrice ) si dice non negativa (rispettivamente,
non positiva ) se la forma 2T Qz is semidefinita positiva (rispettivamente
negativa) cioé se

2
TQz = Z i j2izj > 0
ij=1
(rispettivamente, 2TQz <0, )Vz € R?,
e se esiste z € R% non nullo tale la forma quadratica ¢ nulla.

Definizione 6.7. Una matrice Q si dice positiva (rispettivamente, nega-
tiva) se la forma 2T'Qz ¢ positiva (rispettivamente, negativa)

2
2TQz = Z Qi jzizj >0 (27Qz < 0)Vz € R% 2 £ 0.
ij=1

Se restringiamo l’analisi alle matrici 2 x 2 allora abbiamo il seguente
Teorema 6.8. Sia
q11  q12
6.1 =
(6.1) @ ( 921 g22 )
una matrice stmmetrica.
Q| = detQ = g11g22 — (q12)*.

Allora
Q>0 eq1>0,— Q>0

Q>0 equ1 <0, = Q<0
Se detQ < 0, allora Q ¢ indefinita.
Dimostrazione 6.1. Data la forma quadratica
ah? + 2bhihy + ch3,
essa puo essere equivalentemente scritta

2 12
a(h1 + bh2> Lt}
a a

da questa formula si evince chiaramente il risultato.

Se la matrice @) e la matrice Hessiana ritroviamo un caso gia studiato

| Jex(mo,90)  fay(x0,%0)
(6.2) A= < fay (w0, y0) fyz(ﬂfo,yo) )

Jay(z0,Y0) >2 faz (0, Y0) fyy (%0, 0) — fay(T0,90)? |
fea(®0,30) (hl * fm(ifo,yo)hQ " Jaz(20,%0) "%
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Torniamo al caso n dimensionale. Se x ¢ un punto stazionario ossia D f(xo)
0, la formula diventa

Fla+h) = flw) + 3D fao)h-h+ of[[AIP), 0
1

D?f(xo)h - h - (& — x0) + o ||h]*) = 0

N |

allora localmente
f(:I,') > f(xo)a
vicino a xg cosicché il punto zg € un punto di minimo locale.

Per studiare minimi e massimi locali in R™ dobbiamo ora studiare la posi-
tivita delle forme quadratiche o equivalentemente la positivita della matrice
D2f(32'0):

D*f(x0) > 0

Valgono

Teorema 6.9. Condizione necessaria del secondo ordine. Sia A un aperto.
Sia f € C?(A), xo punto di minimo (massimo) relativo allora la matrice
Hessiana nel punto xg e semidefinita positiva.

Teorema 6.10. Condizione sufficiente del secondo ordine. Sia A un aperto.
Sia f € C%(A), xo un punto stazionario in cui la matrice Hessiana ¢ definita
positiva (negativa) allora xg & un punto di minimo (massimo) relativo.
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7. FORME QUADRATICHE

Forme Quadratiche Una forma quadratica é un polinomio omogeneo
di grado 2 in n variabili.

In generale = (z1,z2,...,2Zy)
n n n
q(2) = Y aiguizy =Y aiiaf + ) aiwie;
i,j=1 i=1 ]
A = (ai )
In forma di prodotto scalare
q(z) = Az - x
In forma matriciale
q(z) = 27 Ax

A una forma quadratica resta associata una matrice simmetrica.
Una matrice @ si dice positiva (rispettivamente, negativa) se la forma
2T'Qz & positiva (rispettivamente, negativa)

TQz = Z 422 0 (27Qz < 0)Vz € R, z,y # 0.
ig=1

Un esempio di matrice positiva e data da

(7.1) 1:((1) (1)>

poiche 22 + y2 > 0.

Una matrice @ si dice non negativa (rispettivamente, non positiva ) <=
la forma 27'Qz (2 = (z,y) is semidefinita positiva (rispettivamente negativa)
cioe se

n
T
2 Qz= Z qijziz; > 0
ij=1
(rispettivamente, 2 Qz < 0,)Vz € R"

e se esiste z € R™ non nullo tale la forma quadratica e nulla.
Un esempio di matrice non negativa ¢ data da

72) o=(5 1)

Una matrice @ si dice indefinita se esistono z e Z tali che

n n
E Qi jZiZ5 > 0 E qi’jéié’j <0
1,j=1 4,J=1

(73) o=(g %)
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7.1. N = 3. Come riconoscere se la forma quadratica ( o la matrice associ-
ata) e definita positiva ossia

n
q(z1,z2,23,...2pn) = Z a; jriz; > 0, Ve #0
ij=1

Esercizi di riscrittura dalla forma alla matrice associata e viceversa.
q(x1, w0, 23) = x% + 31‘% + m% — 24x1x9 — 6123 + 22973

La matrice associata e

1 -12 -3
-12 3 1
-3 1 1

Calcolo degli autovalori.
Ricordiamo che se A & una matrice simmetrica allora tutti gli autovalori
sono reali. Vale

Teorema 7.1. A ¢é una matrice definita positiva se e solo se gli autovalori
s0no positivi

Infatti
7.2. Test degli autovalori.

Teorema 7.2. Indichiamo con m e M il pitu piccolo e il pit grande auto-
valore della matrice simmetrica A. Allora

m||h||* < Ah-h < M|h|* VheR™

Proof. Consideriamo la funzione

n
F(h)=Ah-h=">" a;hih;,
ij=1
nell’insieme
K={heR":|h|| =1}
Per il teorema di Weierstrass F' assume minimo e massimo assoluti in K.

Siano hp,1, han
F(hml) =ma F(hMl) = M1

F(hml) < Z aijhihj < F(hMl) Vh e R": ||h|| =1
ij=1
Sia h
p= h 76 0

17|

[pll =1,

- "\ hihj 1 &
m1 < Z Qij ity = Z aijw = W Z aighihj < My

i,j=1 i,j=1 i,j=1
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Posto

G(h) a;ihihi, h#0,
") ||h||2”21] 7

hm1 punto di minimo, hjsq punto di massimo.

1

G, =
IR ]*

(|h||2 9 ——Ah-h— Ah - h—\|h|| )

Calcoliamo

() D)o o
Ohi \||h|?)  Ohi\h}+h3+...h2) (R} +h3+...h2)2 |a|"

Ricordiamo

ail a12 ai13 a4 A1n
a21 a2 a3 ... ag; ... A1n
A= | e e e e
a1 a2 433 (457} Qin
anl1 ap2 ap3y ... Qp; ... QAnn

a11h1 + ai2he + a13hg + - + a1ihy + - - - + aiphn
ag1hy + agehg + agshs + - -+ + agih; + -+ - + arphy

a;j1hy + aipho + ajshs + -+ - + ajihy + - - - + aipnhy,

an1hi + anzha + anghs + - + anihi + - + apnhn
Ah - h = (a11h] + a12hiha + arzhihs + - - - + ayzhihi + - - - + aphihy) +
(ag1hihg + assh + asghsha + - + agihiha + - - + arnhphs)
(aphih; + aihoh; + aishshi + -+ + agh? + - + aimhnh;) +

(anlhlh + anghohy, + apshshy, + -+ + apihibn + - - + annhi)

( Z a”h hs > = 2a1;h1 + 2a9;hs + - - - + 2a;:h; + - + 2ap;hy

i,j=1
a n n
oh Z am‘hihj =2 Z aj’ihj
' Nig=1 j=1

Da cui si deduce
0G 2 ( Ah-h )
el bRy N
E , ajihj — i
ohi — |nlP Il

DG(hml) =0 <— Ahml — G(hm1)hm1 =0
Dg(hMl) =0 <— AhMl — G(hM1)hM1 =0
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ossia my = G(hpm1) e My = G(hp1) autovalori per A. Inoltre sono il pin
piccolo e il piu grande autovalore come segue facilmente. (]

Teorema 7.3. Una matrice simmetrica é definita positiva (negativa) <~
tutti gli autovalori della matrice sono positivi(negativi). Una matrice sim-
metrica ¢ definita positiva (negativa) <= tutti gli autovalori della matrice
sono positivi(negativi:é semi definita positiva (negativa) < tutti gli auto-
valori sono positivi (negativi o nulli). Una matrice simmetrica é indefinita
<= esistono autovalori della matrice positivi e autovalori negativi.

7.3. Condizioni sufficienti del secondo ordine per estremi liberi.

Teorema 7.4. Condizione sufficiente del secondo ordine. Sia A un aperto.
Sia f € C2%(A), xo un punto stazionario in cui la matrice Hessiana ¢
definita positiva (negativa) allora xo é un punto di minimo (massimo) rela-
tivo stretto.

Proof. Dallo sviluppo di Lagrange al secondo ordine con il resto di Peano
per punti stazionari

a0 = o) + 5D F o) b+ of h])

Dal teorema 7.2 Indichiamo con A, e Ap; il piu piccolo e il pit grande
autovalore della matrice simmetrica A. Allora

A ||BI]> < Ah-h < Mar||h]]> VheR™
Nel caso in cui la matrice Hessiana & definita positiva dalla
Am 1> < Ah -,
deduciamo
P+ 1) > Flo) + Am I (14 o(1),
Per h piccolo deduciamo che zy & un punto di minimo stretto (A, positivo)
f(@o+h) > f(xo)
Nel caso in cui la matrice Hessiana ¢ definita negativa dalla
A [I1]* = A b,
deduciamo
Flao+h) < flao) + gAn I (1 +0(1)),
Per h piccolo deduciamo che g & un punto di massimo stretto, (Ays negativo)

f(zo+h) < f(zo)
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7.4. Calcolo di autovalori.
A—1 =12 -3
DN =] —-12 A-3 1
-3 1 A—1

D) =0,
A3 1 —12 1 ~12 A-3
Q‘”} 1 >\—1|+12‘ -3 )\—1‘_3‘ -3 1 ‘0

A=D((A=3)(A=1)—1)—144(A—=1)+36+36 —9(A—3) =
A=D1 —4X+3) = A+ 1— 144X\ + 144+ 72 -9\ + 27 =
A — AN 43N = AP+ 4N —3 — A+ 1 — 144\ + 144 4+ 72 — A + 27
N — 52— 147\ + 241 =0
Per il Teorema Fondamentale dell’Algebra un’equazione di terzo grado
ha tre soluzioni in C, in questo caso sappiamo che le radici sono reali.
L’equazione di terzo grado ha sempre almeno una radice reale, come gia
detto nel caso in esame sappiamo che tutte le soluzioni sono reali per la
simmetria della matrice A.
Possiamo avere informazioni sul segno senza calcolarle?
Se r, s e t sono le sue tre radici, 'equazione si annullase xt =rosexz =s
o sex = t, cioe dovra essere:

(z—r)(z—s)(xz—t) =0
Si ottiene:

3 (r 4 s+ )z + (rs + vt + st)z-rst = 0
Da cui si trova
r+s+t=>5

rst = —241.

Almeno una dovra essere negativa, non non tutte e tre perché la somma &
positiva.

Il problema di determinare formule esatte per le soluzioni di equazioni di
grado > 2 con un numero finito di operazioni di somme e prodotti moltipli-
cazioni, divisioni e radici n-esime rimane aperto per lungo tempo.

Gerolamo Cardano (1501-1576), Tartaglia (1500-1557) : equazioni di terzo
grado.

Ludovico Ferrari (1522-1565): equazioni di quarto grado.

La ricerca di formule risolutive si € in seguito spostata verso le equazioni
di quinto grado. Il problema & rimasto insoluto sino a quando, nel 1824,
Abel completo una dimostrazione parziale di Ruffini, provando che una tale
formula risolutiva non puo esistere (Teorema di Abel-Ruffini).
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7.5. Equazioni di terzo grado. Assumeremo che le radici siano reali.
Data ’equazione di terzo grado.

B 4bl+ex+d=0
la trasformiamo in un’equazione priva del termine di secondo grado
xr=y-b/3
(y-b/3)> + b(y-b/3)* + c(y-b/3) +d =0

(y2-3(b/3)y* 4+ 3(b2/9)y-b%/27) 4+ b(y>-2(b/3)y + b*/9) + cy-bc/3 4+ d =0

y3-by® + (b2/3)y-b% /27 + by>~(26%/3)y + b3 /9 + cy-bc/3 +d = 0

Y3+ (=023 + )y + 20 /2T -be/3+d =0
p=—-b*/34+¢c  q=2b%/27bc/3+d

v +py+q=0

Introduciamo u e v

Yy=u-+v
p=—3uv
(u+v)® = 3uv(u+v)+¢=0
Da cui
0P = —¢ wdvd = —p3/27
Risolviamo

22 4qz—p3/21=0
—q+ /¢ + 4p3/27
2

Consideriamo un caso particolare : assumiamo

P2+ 4p3/27>0

212 =

Si ottiene una radice reale
y = V2 + V2.
Se
2 3
p° +4p° /27 < 0,

allora vogliamo determinare anche in questo caso una radice reale y. Di-
videremo poi il polinomio per x — y. Consideriamo

224 qz—p3/271=0
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z1 e zo complesse coniugate. Risolviamo il problema (z; = |21|ei9, Z9 =
|z1]e™")
\3/21 \3/2;17
o ST s . . —0 j
Uk _ 3 ‘Zl|619+§k‘n |Z1| vj _ 3 /7‘21|e2 22]7\'

k=0,1,2 7 =0,1,2 si ha tramite la formula di Eulero che ug + vy € R

ottenendo

7.5.1. Esercizi. Calcolare gli autovalori di una matrice simmetrica A, per
n=2 pern=3

all = 1,a22 = 2,&33 =2

alp = —2,&13 =0
ass3 = 0

Calcolare gli autovalori di una matrice A, per n = 3

ail = 1,a22 = 2,a33 =2

a2 = —2,a13 = az; = az =0

ass = agz =0
8. E2: REGRESSIONE LINEARE MINIMI QUADRATI

Dati n > 2 di R2 con ascisse distinte tra loro si vuole determinare la retta
che minimizza 'errore quadratico totale

n
Fag,a1) = Y (a1zj +ao — y;)* =
j=1

n n n n n
a%Zx? + naj + Zyjz + 2apa1 Zx]— - 2a02yj —2a1 Zx]—yj
j=1 J=1 J=1 J=1 Jj=1

Funzione di due variabili di cui possiamo calcolare i punti critici
oF

Fag =22 51 (@zj +ag —y;) =0

oF n

a1 = 22]-:1 zj(arzj+ap—y;) =0

Scritto sotto forma di sistema

agn + ax ( Z?:l ;) = Z;'L:I Yj

ao( 22:1 xj) +a1 ( Z;'Z:I 953) = Z;'L:I T5Yj
D=’ . i3 ’=n( 75) = (D_w)

Zj:l Zj Zj:l T ; ’ ]zz:l
Esercizio 8.1. Dimostrare, assumendo x; distinti tra loro al variare di
j=1,...,
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Dimostrazione 8.1. La disuguaglianza ¢ verificata per n = 2. Assumendo
vera la disuguaglianza al passo n dobbiamo dimostrare

n+1 n+1
(Z:rj)2 <(n+ I)Zm?
j=1 j=1
n+1 ) n 9
QFHZQ)ﬁ%M
j=1 j=1
n 2 n
(ij) +xi+1+2mn+12xj <
Jj=1 7j=1

3

n
n LU?+$$L+1+2.’L‘”+1Z£L‘]‘=

j=1 =1

n n n
2 2 2 2 2 2
(n+1) g T ANT, o F T — Tt T — E 5 + 2Tn 41 E z; =
—_— :
7=1 j=1

=1 n wvolte
n+1 n n+1
(n+ 1)Zx? - Z (zj — Tn41)® < (n+ 1)2:33]2
j=1 j=1 j=1

Calcolo delle soluzioni
Un sistema con 2 equazioni e 2 incognite ha un’unica soluzione se e solo
se il determinante D & diverso da zero. In questo caso, la soluzione & data

da:
‘ Z?:l Yj Z;'L:1 m% ‘
n n
B Zj:l T5Yj Zj:l L

ag =
n n
Z]‘:1 Lj Zj:l T
’ n Z?:l Yj ‘
n n
ay = Zj:l Ly Zj:l L5Yj

o B
n n
Zj:1f’3j Zj:lxj

Calcoliamo la matriche Hessiana

2n 2> 017
H(ag,a1) = <2 DT 200 xf) .

il cui determinante risulta positivo. La matrice Hessiana risulta positiva (il

primo elemento & positivo), il punto in cui si annulla il gradiente ¢ un punto

di minimo relativo. Si tratta infatti di un punto di minimo assoluto.
Riflessioni sulla validita del metodo. Regressione polinomiale.
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9. MATRICI DEFINITE POSITIVE/NEGATIVE

Ricordiamo la regola dei determinanti di nord-ovest.

Definizione 9.1. Sia A una matrice n X n le sottomatrici di nord-ovest si
ottengono da A

Alz(all),...AQZ ( on G2 )

az1 a2

ailr aiz2 aig
A3 = ( as1 a2 a3 ) ........... An =A
azy az2 ass

Vale il seguente
Teorema 9.2. La matrice simmetrica A € definita positiva <=
detAr >0, VE=1,...,n.
La matrice simmetrica A é definita negativa <=
(=1)¥detA, >0, VE=1,...,n
(A1 <0, Ay >0, A3<0...)

10. DETERMINANTE DI MATRICI HESSIANE: ESEMPIO

Ricordiamo lo studio della funzione gaussiana nel caso unidimensionale
La funzione gaussiana ha la forma generale seguente

f(x) _ 14673(3373:0)27

xo € R, A e B positivi. Studiamo il caso A =1, B=1 x9 =0.
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11. 1-D E 2-D

La funzione f(z) = e~*" La funzione ¢ definita in R ed & pari, dunque
simmetrica rispetto all’asse y, pertanto e possibile studiarla solo per x > 0.
Risulta

e >0 Vr € R,

quindi non ci sono intersezioni con ’asse x. Inoltre

. 2
lim e * =0,
r—+o0

pertanto la retta y = 0 (asse x) & un asintoto orizzontale per la funzione. Si
ha

2

Flz) = (e = —2ze™™,
da cui
f'(x) >0 perz <0, f'(z) <0 per z > 0.
Dunque la funzione ¢ crescente per z < 0 e decrescente per « > 0 ed il punto
(0,1) ¢ il punto di massimo assoluto. Inoltre

F(z) = (=22 ™) = e~ (42? — 2).
Ponendo ,
e (42® —2) =0,

ricaviamo z = i%

, da cui otteniamo i punti di flesso

V2 1 V2 1
2 ) \/é 9 2 ) \/é N
La funzione ¢ concava in (—%42, ¥2)

11.1. 2-d: La funzione f(z,z5) = ¢~ (@173, Si ha
for (@) = —2ge= )

fIQ(m) - _2.’17267($%+x%) =0
= (z1,22) = (0,0)
Foron = —2¢ @198 4 g2 (ital)
oy = —2e~ @138 | 4y 2e—(@F+ad)
Foras = fapan = dwympe”(T1H75)
Calcoliamo la matrice hessiana
—2e7 (4o 4+ 4531‘3_(96%1—1%) Axqmoe— @1 +T3)
4az9e~ (@1 +T3) _9p—(a}+a3) +4x%e*($f+m§)

Il punto (0,0) ¢ di massimo relativo (e assoluto). Infatti

(v 5)
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la matrice hessiana calcolata nel punto e definita negativa e la funzione e
sempre minore o uguale di uno.

6_2(13%_'_96%) -2+ 4%‘% 4x17T9 ,
429 -2+ 41'2

Inoltre il determinante della matrice
eiQ(m%”%)[(—? + 43) (=2 4 422) — 162329) =
e 2@ H3) (4 — 8(2? 4 22))

La matrice & definita negativa se 1 —2(z2 +23) > 0 e —1+ 227 < 0. Nel caso
n = 2 si & ancora potuto fare il calcolo esplicitamente tuttavia aumentando
la dimensione il calcolo diviene via via pitt complicato.
Indicando con H,, il determinante della matrice hessiana diviso per en(#1+e3+-+a7)
nel caso n variabili, nel caso in esame notiamo

Hy = [(—2)%23 — 2H1]
Infatti
[(—2)%a3 - 2(427 - 2))]
11.2. n-d: La funzione f(z1,z, @3, ..., op) = e~ (FITETe3+420) | T for-

mula che vogliamo dimostrare ¢ la seguente

Hy, = [(_2)n+1xi —2H;, 1]

(Tterare la formula sostituendo H,_1 e cosi via)

H, = [(-2)""2? —2H, 1] = (-2)"(1 — 2(2? + 23 + - - - + 22))

Ricordiamo che

1.Se si scambiano due righe il determinante cambia di segno.

2.Se ad una riga sommo un’altra riga moltiplicata per uno scalare

non nullo il determinante non cambia.

e 3.Se ad una colonna sommo un’altra colonna moltiplicata per uno
scalare non nullo il determinante non cambia.

e 4.Se si moltiplicano gli elementi di una riga (o colonna )per uno
scalare anche il determinante risulta moltiplicato per lo scalare.

e 5. Sein A la riga a; ¢ somma di due vettori numerici : a; = a+a;”,

allora det A si puo ottenere come somma dei determinanti delle due

matrici A’ ed A” aventi come riga di posto i rispettivamente i vettori

ale a;”.

4:5%—2 drxixo .o ... AdxiT4

2 _
Det dwoxy  4ws5—2 ... ... Adwzox, _

drpry  Arpry .. .. 4w2 -2
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Prendere 1'ultima riga e applicare la 5, con a) = (0,0,0,...,—2) Si ottiene
4a3 —2 41;1332 e e Ay,
Det dxoxy 45 —2 ... ... 4z, n
4z, A, o ... ... 4x%
41% -2 dxixe ... ... dx17H-1 O
4xoxq 4x% -2 .. .. dzox, O
Det
4$n,1$1 4$n,1$2
0 0 -2
Calcolare il primo determinante
433% -2 Adzizo ... ... 4dz:17T4
Det 4xomq 4x% —2 . ... Adzox, _
dr,xr  4dxpxe .. . 41‘%

Mettiamo in evidenza 2z, sia dall’ultima riga che dall’ultima colonna e
applichiamo la 4. Allora

43:% -2 Adzyxe ... ... 221
2 _
4$$LD€t 4.’172{)31 4:]1‘2 2 2£U2 _
2:]31 2.’]32 1

Moltiplichiamo per 2z; I'ultima colonna e la sottraiamo alla prima e poi
per 2z9 e lo sottraiamo alla seconda e cosi’ via, applicando la 3.

-2 0 .. .. 2m
o 0 .. .. 1

Da cui otteniamo la formula
DetH, = (—2)""'a? — 2DetH,,
Sostituendo a detH,_1 il valore dato dalla precedente formula e cosi via

DetH, = (—2)"(1 — 2(22 + 23 + - - - + 22)).

DetH; = (—2)(1 — 227)
DetHy = (—2)2(1 — 2(z? + 22)
DetHz = (—2)3(1 — 2(2? + 23 + 23))
Ricordando la definizione di H F,, abbiamo la formula generale
DetHE, = (—2)"e "i+#3+-20) (1 — 2(22 4+ 22 + -+ 4+ 22)).
In (0,0, -,0) la matrice & definita negativa come si puo evincere da DetHE,, =
(—2)", e dal teorema 7.2.
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12. INSIEMI CONVESSI

Definizione 12.1. Q C RY si dice convesso se per ogni x ey € €,
A+ (1-Nyen per ogni A € [0, 1].

Se ) contiene z e y, allora contiene tutti i punti del segmento di estremi
x e y che indicheremo con [z, y].

Nel piano il cerchio Br(z) € un insieme convesso, mentre una corona
circolare non € un insieme convesso.

In R” linsieme By (a) := {x € R" : |z —a|| <7} & convesso.

Infatti siano x, y € By(a) allora per A € [0, 1] si ha

Az + (1= Ay —al =

Az —a) + (1 =Ny = o)l <A(z = a)[[+A=A) ly = a)[| < Ar+(1=N)r =7

L’intersezione di due insieme convessi ¢ un insieme convesso.

L’intersezione di un numero finito di insiemi convessi ¢ un insieme con-
vesso.

Se X e Y sono sottoinsiemi convessi di R™ allora gli insiemi

aX={zeR":z=ay, ye X} acR
X+Y={zeR" :z=u+v, z€X,yeYY}
sono convessi.

Definizione 12.2. Dato un sottoinsieme 0 di R™ l”involucro convesso di €,
co(Q) ¢é il pit piccolo insieme convesso che contiene ). FEquivalentemente,

co(Q) é linsieme ottenuto da tutte le possibili combinazioni convesse di punti
di Q,

CO(Q) = {Zx\m X € Q,/\Z‘ > O,Z/\Z‘ =1,ne N}
=1 %

Esempi di insieme convessi

e p non nullo.
Iperpiano (insieme chiuso)

H={zecR:pl'z=a},

ossia l'insieme dei vettori di R™ ortogonali a p
e p non nullo.
Semispazi (insieme chiuso)

H ={zeR™:plz >a},

H ={zecR™:pz <al,
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Un insieme X & un poliedro se ¢ intersezione di un numero finito di semis-
pazi chiusi e iperpiani. In R® un esempio di poliedro & il cubo. In R? i
poligoni piani.

Verificare che I'insieme

{(z,9) :y+a <1z >0,y >0}
¢ un sottoinsieme convesso di R2.
L’insieme
2
{(z,y) € R": max{|z|,[y[} <1}
& un poliedro di R??
Teorema 12.3 (Teorema di separazione). Siano Cq e C2 due sottoinsiemi

convessi di C RN tali int(Cy) N Cy = 0. allora esiste p € RN, p # 0, tale
che

(12.1) pYy > px, Ve € C1,Vy € Cy
13. FUNZIONI CONVESSE E CONCAVE

Definizione 13.1. Sia C' un insieme aperto e convesso. f: C — R si dice
i) convessa se
(131)  fOa+ (1= Ay) Af@)+ (1= Nfy) Va,yeCre o1,

Si dice strettamente convessa se in (13.2) si ha la disuguaglianza
stretta per X € (0,1)
ii) concava se —f é convessa ossia

(13.2)  fOx+ (1 —=Ny) > Mf(@)+ (1= Nfly) Ya,yeC, Ae0,1].

Le funzioni affini definite in RY sono convesse e concave, un esempio di
funzione convessa & dato da f(x) = ||z||, un esempio di funzione strettamente
. N 2 . .
convessa in RV ¢ dato da f(x) = ||z|°. La funzione f: R — R definita da

(13.3) flz) = {

¢ convessa in R, ma non strettamente convessa in R.

|lz|?, x>0,
|| x <0
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Esempio di funzione non convessa (n = 2)
F(@) = (a2 + o] 2)?,

non & una funzione convessa in R2. \ = 1/2.
1
FOz + (1 =A)z) = 5o + 2|2 + [y + 20'/?)?

x=1(0,1) z=(1,0)
fOz+(1-=XNz)=2

M)+ (1= NF(@) = g (2 a2 4 a2 o 22 ) =1

Esempio 1. Sia x reale positivo. La funzione logaritmo naturale é concava,
vale pertanto dato p > 1, p € R il coniugato di p é il numero reale q tale che
1.1y

p q
Dalla concavita seque la disuguaglianza di Young: dati due numeri reali
positivi a e b, e dati p, ¢ numeri reali coniugati, st ha

a? bl
abg 7""77
p q

infatti
1 1 1 1
log(—aP + —=b7) > —loga® + — logb? = log(ab)
p q p q
13.1. Disuguaglianza discreta di Jensen.

Teorema 13.2. Sia f : C' — R una funzione convessa in C insieme con-
vesso. Dati k punti con k > 2

r1,T9,...,x5 € C
st ha et
I T2 .’Ekec
k
‘ 1
rt+xo+---+x
pEEEE I < (o) + )+ ) )

Proof. Sia k = 2 allora £17%2 € C segue dalla combinazione convessa di

due punti. e f(%ﬂ) < %(f(a:l) + f(xg)), segue dalla convessita di f.

Assumiamo che al passo k sussista (ipotesi induttiva) si ha
x1+x2+...+mk

A eC

$1+$2+-"+$k) 1

pres < (e + s + s

e dimostriamo
T1+ T2+ -+ T+ T

k1 €c
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e

TG +x2+ -+ T+ T 1
< .
4 i ) < o (Fe e o))
Poniamo
k k 1
A=——  1-A=1l-—=_—
k+1 k+1 k+1
allora
Ty +x2+--+xpt+2 T +r2+---+x
1+ 22 k+1k kT 2k E (1= Ny €C
Si ha
I B e A N PR U ok o> B S el 1
I k+ 1 ) =1 k+1 o)
e
Ti+ 2o+ T+ Ty LT F T4 T 1 _
g k1 )= Frre)
T+ x4+ Ty, 1
Ti+ T+t
A (=) + (1= Nf (i) <
1
A (@) + flwa) 4 far) + (1= D) f(wr1) =

() F) - () + )

0

Teorema 13.3. Sia f : C — R una funzione convessa in C insieme con-
vesso. Dati k punti con k > 2
T1,T9,...,Tk € C,

k numeri reali

k
AL g, M ER, A 20, i=1,...,k > A=1
=1

st ha
k
Z ANz € C
=1

k

k
f(Z/\ﬂi) < Z)\if(xi)
=1

i=1
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Proof. Dimostrazione per induzione. Vera per n = 2. Siano
k+1

A Az Mgt €ER, A >0, =1, k41 Y A=1
i=1

Assumiamo Mg < 1.
k+1 k
Z At = Z AiTi + App1Tpq1 =
i=1 i=1
(1—\ )Xk: A
k41 2 v T k+1Tk+1
Poniamo

Per l'ipotesi induttiva al passo k,
k+1

Z Nz € C.
i=1

Inoltre
k+1

k
f(z )‘lxl) = f(z Ai; + >\k+1l‘k+1) =
i=1 i=1

k

i
S = Aega) Z 1_7)\“1% + Akt 1%k41)
i=1

< (1 — /\k*l)f(z 1_7/\k+1x1) + /\k+1f(xk+1)

k+1

Aes1f(rt1) = Z Aif (i)
i=1
(]

Corollario 1. Sia f : C — R una funzione convessa in C insieme convesso.
Consideriamo la misura
k
on = E /\iéxi,
i=1

ove Oy indica la misura di Dirac in x,
k
A A, AR ER, A >0, =1,k 3 A\=1
i=1
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Allora p risulta essere una misura di probabilita e la disuguaglianza discreta
di Jensen si legge

£( /C rdp) < /C f(@)dp(z)

Esempio 2. La funzione esponenziale € convessa in R, vale pertanto
k k

1 1
exp(% Z z;) < z Z exp(x;),
i=1 i=1
ponendo y; = €%t otteniamo la nota disuguaglianza tra la media aritmetica

e geometrica:
(y1ye ... y)V/h < LTI T Yk ka =

Piu in generale se
k
AL g, M ER, A >0, i=1,...k > A=1
i=1

k k
exp( Z /\ixi) < Z Aiexp(z;)
i=1 i=1
ponendo y; = €%, otteniamo la generalizzazione della nota disuguaglianza
tra la media aritmetica e geometrica:
()™ (w2)*2 - ()™ < Ayr + Aoy - + Ay

Teorema 13.4. Sia f : C — R, con C sottoinsieme aperto e convesso di
R™. Se f € CY(C), f ¢ convessa in C se e solo se

f(@) > f(xo) + Df(xg) - (x — z9) YV, 20 € C.
Se f € CYO), f ¢ concava in C se e solo se

f(@) < f(xo) + Df(xg) - (x — 29) YV, 20 € C.

Proof. Sia f € C1(C) e convessa in C, dimostremo
f(x) > f(zo) + Df(xg) - (x — o) Va, 29 € C.

Per la convessita

fz+ (1= Nao) = f(2o + Az — 20)) < Af(2) + (1 = A)f(0),

ossia

f(zo+ Az —20)) — fzo) < Af(z) — Af(0),

dividendo per A positivo e mandando X a zero si ottiene il risultato.
Dimostriamo ’altro lato della disuguaglianza. Assumiamo

f(z) > f(zo) + Df(wo) - (x — x0) Vo, 20 € C.
Al posto di zp mettiamo il punto xzg + A(z — o).
f(@) > f(zo + M — 20)) + Df (20 + Mz — 20)) - (z — (w0 + Az — 70)))
f(@) > f(zo + Mz — 20)) + Df(z0 + Az — 20)) - (x — 20 — Az — 20))
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f(@) = f(xo + ANz — 0)) + (1 = AN)Df(zo + Az — 20)) - ( — 20)
f(x) = f(zo) + Df(xg) - (x — o) Va, 29 € C.
Al posto di z mettiamo il punto xg e al posto di zg mettiamo zg+ A(z — zo).
f(xo) > f(wo + Mz — 20)) — AD f(20 + A(z — 20)) - (x — 20)
ossia
M(x) > Mf(xo+ Mz —20)) + M1 = N)Df(xo + Az — 20)) - ( — 20)
(1=N)f(z0) = A=A f(zo+A(x—20)) — (1 =A)AD f(z0+ A2 —20)) - (z—20)
Sommando
A (@) + (1= A) f(wo) = f(zo + Az — 20))

ossia la convessita di f. O
13.2. Minimi globali di funzioni convesse C'. Osserviamo che f(z) =

e” non ammette minimo in R. Tuttavia per il teorema precedente se esiste
un punto in cui si annulla il gradiente allora il punto ¢ di minimo globale.

13.3. Disuguaglianza di Hermite-Hadamard.

Teorema 13.5. Sia f : C — R una funzione convessa in C = [a,b] . Dati
a,b € R si ha

a b a
< o [ e £

£(

a+b a+b
Hhy - 2

1@ 2 150 + 1

Calcoliamo l'integrale tra a e b. Risultera

[ warz [ (550 e - )

b a a a a a
(O 0 = Jar = 1 om0 0t ()

2 2 2 2 2 2
(b*—a?) ,,,a+b,  ,a+b
- 9 f( 9 )_f( 9 )(bia)
In conclusione )
b 1
HEEh) < b_a/a f()d.
Dimostriamo ora la disuguaglianza
I fla) + f(b)
L o< L0450
Risulta )
f@) < f(a) + (FO L) @ o)
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Calcoliamo l'integrale tra a e b. Risultera

/abf(x)dxﬁ /abf(a)dx—l—/ab (Wﬂw—a)dw

b b _ fla
/f(a)dx+/ (%)(w—a)dm:

SN UES{0
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