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Polinomi trigonometrici. Un polinomio trigonometrico & una
combinazione lineare finita di funzioni sin(nx) e cos(nx) . E' una
funzione periodica di periodo 2.

sn(x) = ap/2 + Z ak cos(kx) + by sin(kx)
k=1

Funzioni periodiche.
Una funzione f : R — R si dice periodica di periodo T > 0 se

f(x+T)="f(x) Vx e R

I pitr piccolo numero T (se esiste) si dice periodo minimo.



E’ interessante osservare l'invariata per traslazione dell'integrale di
una funzione periodica

/OT F(x + y)dx = /OT F(x)dx

Cominciamo con I'osservare la seguente proprieta. Per ogni

numero reale a
a+T T
/ f(x)dx = / f(x)dx
a 0



Dimostrazione

/Oa+Tf(x)dx:/Oa f(x)dx+/aa+Tf(x)dx

/:” F(x)dx = /Oa” F(x)dx — /0 F(x)dx =

a+T a
f(x)dx—/ f(x+ T)dx
0

a a+T

S— S—

Ne consegue

In piu



Serie di Fourier. Supponiamo che la successione di somme parziali
sn(x) converga per ogni x € R. Otteniamo la serie trigonometrica
di coefficienti ag, ax, bk.

o
ap/2 + Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1
Data una funzione f periodica di periodo 27 ci chiediamo se essa
sia sviluppabile in una serie trigonometrica ossia se si possono
determinare i coefficienti ag ax bx in modo che la serie converga ed
abbia come somma f(x).



Ortonormalita
Pern=1,2,...; m=1,2,... risulta

/7r sin(mx) sin(nx)dx = {O m#

—T T m=n

0 m%n

/7r cos(mx) cos(nx)dx = {W m=n#0

—T

/7r cos(mx) sin(nx)dx = 0

1 (7 1 /7

= / sin(mx)sin(nx)dx = 6m pn;  — / cos(mx) cos(nx)dx = 0m.n
7y - Py -

Om,n il simbolo di Kronecker

5m7n:{0 m%#n

1 m=n



Identita di Weber per n,m € N

sin(mx) sin(nx) = = ((cos((n — m)x) — cos((n + m)x))

—_ Nl

sin(nx) cos(mx) = 3 ((sin((n — m)x) + sin((n + m)x))
cos(nx) cos(mx) = 5((cos((n — m)x) + cos((n + m)x))
sin?(nx) =

(1 — cos(2nx))

cos?(nx) =

N = N =

(1 + cos(2nx))



Pern#meN

/7; sin(mx) sin(nx)dx =
;(/_T;(COS((H — m)x)dx — /_: cos((n + m)x) dx) —
;(n —1 o Sin((n = m)x|Z = ni —sin((n + m)x|7_f7r> =0



Pern#meN

/7; sin(nx) cos(mx)dx = ;/1 ((Sin((n—m)X)+Sin((n+m)x))dX> _

;(/_:(sin((n — m)x)dx + /_7; sin((n + m)x)dx) =

1 1 ,r 1 T\ _
2<— — mcos((n— m)x|™  — s mcos((n+ m)X|7r> =0




Assumiamo

f(x)=ap/2+ Z ay cos(kx) + by sin(kx)
k=1

Moltiplicando f(x) per cos(mx) e integrando tra —m, 7 si ottiene

am = 1 f(x) cos(mx)dx

—Tr
Moltiplicando f(x) per sin(mx) e integrando tra —m, 7 si ottiene

™

bm = / f(x) sin(mx)dx

™ J_x

Le costanti sopra definite si chiamano coefficienti di Fourier di
f(x).

La serie, una volta specificati i coefficienti, si chiama Serie di
Fourier di f(x). Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 21 marzo
1768 -Parigi, 16 maggio 1830)



Esempio. Onda quadra: un segnale composto da un’'alternanza
regolare di due valori

— <
F(x) = 0 T<x<0
1 O<x<m

prolungata in modo periodico in R.
| coefficienti di Fourier sono

ao:].
ak:O
1—(=1)k

La serie di Fourier risulta

2 < sin((2k + 1)x)
+7T;) 2k +1

N~



2 ™
by =0 ay = / f(x) cos(mx)dx
0

™

by = ;/_ﬂ f(x)sin(kx)dx

f(x)sin(kx) = F(x) dispari

/_T;F(X)dxz/_iF(x)dx+/OFF(X)dXZ

_/: F(—x)dx—l—/oﬂ F(x)dx:/: F(x)dx+/07r F(x)dx



Funzioni dispari:

2 ™
axr=0 by = 77/ f(x) sin(mx)dx
0
]_ T
ay = 71'/ f(X) COS(kX)dX

F(x) cos(ke) = F(x) dispar

/_T;F(X)dXZ/_iF(x)dx+/07r,:(X)dXZ

_/: F(—x)dX—I—/OTr F(x)dx:/: F(x)dx+/07r F(x)dx



Figure: sin x, sin(2x), sin x + sin(2x)




Se una funzione f risulta periodica di periodo T, allora la funzione
f(nx) risulta periodica di periodo .
Infatti g(x) = f(nx)

g(x+ %) =f(nx+ T) = f(nx) = g(x)

f(x) = sin(2x) (T =),

osserviamo:f(x) = sin x + sin(2x) (T =2m).
Sviluppo in serie di Fourier di f(x) = sin® x + sin? x + cos x
(polinomio trigonometrico)

f(x) = %(1 — cos(2x)) sin x + %(1 — cos(2x)) + cos x

1 1 1
5 sinx — 5 cos(2x) sin x + 5(1 — cos(2x)) + cos x =
1 1 1 1 1
5 sinx + 2 sinx — n sin(3x) + 573 cos(2x) + cos x =
1 3 1

1
5 + 2 sinx — 5 cos(2x) — Z sin(3x) + cos x



Data la funzione

0 —mT<x<0
f(x)=4 .
sin x O<x<m

prolungata in modo periodico in R, calcolare la serie di Fourier

ap = —

1 /™. 1
sinxdx = ——cosx|g = —
7 Jo T T

((sin((1 = k)x) + sin((1 + k)x))

N

sin(x) cos(kx) =

((cos((k — 1)x) — cos((1 + k)x))

N~

sin(x) sin(kx) =



1 T
ag = / cos(kx) sin xdx =7
0

™
1 ™

=5 ((sin((1 = k)x) + sin((1 + k)x))dx =
0



1 [cos((1—k)x) cos((1+ k)x)
_27r< 1—k 11k >

_i (_1)k—1 B 1 N (_1)k+1 B 1
2r\ 1—k 1—k k+1 k+1

1<(_1)k+ 1 +(—1)k 1 )

\1-k "1k ksl k+1

i (_]_)k L_FL + L‘FL _

27 1—k k+1 1—k k+1)

1 2(_1)k+ 2 C1(-1)F+1
1—-k2) 7 1—k2




0 k=1

27 1—4m? k=2m
0 k=2m+1

1 /™. .
by = 7T/0 sin x sin(kx)dx
= % ((cos((k — 1)x) — cos((k + 1)x))dx =
0
k=1
k#1

O NI



Serie di Fourier

11 =
; + ESInX—l- % mzlmcostx)

1 cos(k7r +1

- + ~sinx + a-k) cos(kx)

Cree L1 11 2
Figure: - + 5 sinx, =+ 5sinx — 3=cos(2x)



» Data la funzione
f(x) = x|x|,

per x € [—m, ) e prolungata per periodicita in R determinare
le serie di Fourier.

La funzione & dispari, pertanto ag =0, ax = 0,Vk € N.

by = UO —x sin(kx)dx—i—/oﬂxzsin(kx)dx] =

—T

= 1{—/: —x?sin k(—x)dx+/07rxzsin(kX)dX] =

1 s ™ 2 ™
== [/ x> sin(kx)dx+/ x%sin kxdx} = - {/ x? sin(kx)dx] .
TLJo 0 T LJo



Risulta: 1
/x2 sin kxdx = — /xzk(cos(kx))’dx =

1 2
_;x2(cos(kx)) + p /xcos(kx)dx =

/ x?sin kxdx = — = x?(cos kx)|T 4+ = / x cos(kx)dx =
0 k k Jo

1 2 [T /
= (1) /{2/0 x(sin(kx))' dx —
1 2 2
= —;Wz(—l)k + (ﬁ(—l)k -3



Quindi indicata con S la serie di Fourier relativa a f, si ha

400
S= %Z <— %WQ(—I)I‘ + %(—1)/‘ — k23> sin(kx).
k=1



Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione

0, - mt<x<0
f(X)_{ =3x, 0<x<7m °

Determinare la serie di Fourier di f .

La serie di Fourier & data da

+oo
a
50 + Z [akcos(kx) + bxsen(kx)] ,
k=1
dove: L
= — f(x)d
= [ e,

1 s
ag = / f(x)cos(kx)dx, k = 1,2, ...

1 ™
bk = / f(x)sen(kx)dx, k =0,1,2, ...

—Tr

Calcoliamo i coefficienti di Fourier della f.



™

o= > /Oﬂ xeos(kx)dx = —> [(13;1} ;

b = —3/ xsin(kx)dx = 3 —1)kF = §(_1)k‘
0

s

la serie di Fourier richiesta é:

0§ eos(2k £ x gy ()il

T (0k+1)2
7rk0 2k+1)



Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione

f(x) =max{2,2—x}, xe€(-m,7].
Determinare la serie di Fourier di f.

La serie di Fourier & data da

+oo
40 .
>t Z [akcos(kx) + bysin(kx)],
k=1
dove: 1
ag=— f(x)dx,

™ J—x

1 ™
ay = / f(x)cos(kx)dx, k =1,2,...

—T

1 s
bk = / f(x)sin(kx)dx, k =0,1,2, ...



Osserviamo :

f(x):{ 2—x, xe¢€(-m0) .

2, xe€[0,7]
Dunque:
1 [0 1"
30:/ (2x)dx+/ 2dx = = + 4.

I - T Jo 2

1[0 1 [

ag = — (2 — x)cos(kx)dx + — [ 2cos(kx)dx =
™ J)_x ™ Jo

1 0 1 s 1 0
= / 2cos(kx)dx + / 2cos(kx)dx — / xcos(kx)dx =
™ Jo ™

—T —T

2 [T 11 1 0
= / cos(kx)dx — —Exsin(kx)i,r +— sin(kx)dx

T J)_r 7 Tk J_»

= LD -1



1/ 1 ("
by = / (2 — x)sin(kx)dx + / 2sin(kx)dx =
m T Jo

—T

2 [T 1 [°
sin(kx)dx — = Xbln( kx)dx =
T

—Tr

%XCOS kx) —/ cos(kx)dx
1
1)* = —(—-1)".
= Lr(cnf= L1

La serie di Fourier richiesta é:

( +4)+Z[ k2[ )k — 1] cos(kx) +

1 .
E(—l)ksm(kx) :



Forma esponenziale

oo o0
ap/2 + Z ay cos(kx) + by sin(kx) = Z e
k=1 k=—00
[e.@] [e.9]
Z e = o+ Z (’Yk cos(kx) + ik sin(kx)
k=—o00 k=1

+vy_k cos(—kx) + iv_k sin(—kx)) =

Yo + Z('yk + v_k) cos(kx) + i(vk — y—«) sin(kx)
k=1

Yo = 30/2
Yk + Y-k = Ak
i(Yk — v—k) = bk

Yk T V—k = Ak
Yk — Y-k = —ibx



Sommando )

T = 5(ak — ib)
Sottraendo )

Y=k = E(ak + ibg)
E' utile scrivere la serie di Fourier nella forma

oo
Z Vkelkx

k=—00

Risulta per n # m

i T einxe—imxdx _ i /71' ei(n—m)de _ ii
2t J_, T J s 27
In conclusione
1 T :
7 emxe—lmxdx — 5n,m
T J—x
1 T —inx
Yn = — f(x)e dX

2T

—T



Serie di Fourier per funzioni periodiche di periodo T.
Sia f periodica di periodo T.
La serie di Fourier di f risulta

- 2k .2k
ap/2 + Z ak cos(?ﬂx) + by sm(%x)
k=1

i cui coefficienti sono



Per funzioni pari compaiono solo i coseni:

4 (T2
ap = _,_/0 f(x)dx

4 [T/2 27
ag = _,_/0 f(x) cos <Tkx> dx
by =0

mentre per funzioni dispari compaiono solo i seni:

aozakzo

4 (T2 2
by = T/o f(x)sin <_,7_rkx> dx



Esempio. Onda quadra: un segnale composto da un'alternanza
regolare di due valori

-1 -1 <
f(X):{l <x<0

0<x<1

prolungata in modo periodico in R.

T=2

aozak:O

T/2
/ f(x) sm( > dx
T/2 2/2
/ i <kx> dx = 4/ sin <27rkx> dx =
2 Jo 2

2 2
2/0 sin (mkx) dx = —— cos(mkx)|§ = _E((_l)k -1)

‘i‘ﬂ



£(x) sin x —n1T<x<0
X) =
COS X O<x<m

prolungata in modo periodico in R.
Esercizio ag by a1



1 1/ /0 i 2
ag = / f(x)dx = (/ Sinxdx+/ COSX> =—=
™ ™ —T 0 T

1 0 T
f ) cos xdx = — < / sin x cos xdx + / cos? xdx>
™ 0

—Tr

1 0 T
/ f(x)sinxdx = </ sinxsin(2x)dx—|—/ cosxsin(2x)dx>
0

™ —T

>H'—‘ :]\n—l



0
1
/ sin x cos(x)dx = 5 cos?x|2,. =0

s
s
T
cos® xdx = —
0 2

1
al = >
. 1.1 oo
sin x sin(2x)dxdx = 5 sinx — gsm('jx)L7T =0

™ 1 1 4
/0 cos x sin(2x)dx = —5cosx — ¢ cos(3x)|g = 3



Disuguaglianza di Bessel. Consideriamo

+o0o
a
50 + kz_; [akcos(kx) + bysen(kx)],

ap = 1/ f(x)dx,

Tr—ﬂ'

dove:

1 m
ay = / f(x)cos(kx)dx, k = 1,2, ...
m

—T

bk = 1/ f(x)sin(kx)dx, k = 1,2, ...

™ -7



Definizione.

Data una funzione f : [a, b] — R diciamo che f & regolare a tratti
in [a, b] se esistono un numero finito di punti x;, i =0,1,2,..., N
conag=xpg =x1 < xy <xp--+-<xy = b tali che f & derivabile
con derivata continua in ogni intervallo (x;, xj1+1), € la restrizione di
" a (xj, xj+1) & prolungabile con continuita in [x;, xj11].

Se la funzione f & definita su R, f & regolare a tratti in R se &
regolare a tratti in ogni intervallo [a,b] contenuto in R.

f : R — R regolare a tratti, periodica di periodo T = 27.



sn(x) ridotta n-esima serie di Fourier di f, con f limitata e
integrabile in [—7, 7]
Consideriamo il seguente integrale:

/ " IF() — sn(x)[? dx =

—T

/7r [f(x)2 + s,,(x)2 — 2f(x)sn(x)] dx

—T



(2243 [awcos(ho) + busin(loc)) o =
- k=1

T 2 n
(213 [0 () + Bisin® (k)] cict
k=1

—T

™
/ altri prodottidx (con contributo nullo)

—Tr

2 n n
ag Z 2 E: 2
- 42W+k—1ak7r+kflbkﬂ:

2 n
%W—i—ﬂzai—i-bi
k=1



—2/7r F(x)
—ao/:; X—ZZak/ x)cos(kx) dx—
2 Z by / x)sin(kx) dx =
—air—2 Z ar(agm) — 2 Z b (bim) =

k=1 k=1

n
— agm — 2w E a; + b}
k=1

50 + Z [akcos(kx) + bksm(kx)]] dx =



Vale la disuguaglianza:

/ F2(x) dx — 77—772 (a7 + b7) >

/_ : F2(x)dx

2 +o00

a
243 () <

3=

Dalla disuguaglianza di Bessel segue

lim a, =0, lim b, =0,
k—r+o00 k—+00
ossia
li f k =1 f k =0.
LJim /_7r (x)cos(kx)dx Jm /_7r (x)sen(kx)dx =0



Nucleo di Dirichlet

1 n
dn = 5 + ;cos(kx)

Si ha
sin((n + %)x)

1 n
dn = = kx) = :
> —l—kz::lcos( x) 2sin(%))

Infatti sommiamo da 1 a n
) 1 ) 1 . X
sin((k + §)x) —sin((k — E)X) = 2sm(§) cos(kx)

n

Z(sin((k + %)x) —sin((k — %)x)) = sin((n+ %)x) - sin(%)

k=1
1" 1 /0 1
/ d,,(t)dt:/ dn(t)dt = -.
T Jo T ) 2

Segue da d,(t) = 3 + > _; cos(kt) ed effettuando I'integrazione.

Inoltre



