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	 � Determinare il dominio di de�nizione e calcolare la derivata della funzione
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Per determinare il dominio di f � occorre imporre x �� �� x � 	 e log x � 	
 di
conseguenza il dominio di f �e �� ����������

Per calcolare la derivata di f � si devono utilizzare i teoremi sulla derivata del
quoziente e sulla derivata di funzioni composte� e quindi si ottiene
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In primo luogo si osservi che g �e de�nita per ogni x � R� x �� ��� I limiti agli
estremi del dominio sono dati da
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ne segue che l�asse y � 	 �e un asintoto orizzontale e la retta x � �� �e un asintoto
verticale�

Si noti ora che la derivata prima di g �e data da
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e di conseguenza la funzione g �e monotona strettamente decrescente� La derivata
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� � Veri�care mediante il principio di induzione che
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Si supponga che l�uguaglianza sia vera per un certo n � N e si passi a riconoscere
la stessa per n� � Infatti� per l�ipotesi induttiva si ha
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In conclusione� per il principio di induzione l�uguaglianza �e vera per ogni n � N�
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Per calcolare il limite richiesto� �e conveniente determinare separatamente i
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In primo luogo si osservi che la successione che de�nisce la serie assegnata �e
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ne segue che la funzione f pu�o essere estesa per continuit�a in 	 da destra� le rette
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Pertanto� la funzione f �e monotona strettamente crescente negli intervalli �	� �e�
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� � Veri�care mediante il principio di induzione che per ogni n � N il numero
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Si noti che si giunge allo stesso risultato applicando il teorema di de l�H�opital e
ricordando il limite notevole
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� � Stabilire per quali valori del parametro x � 	 la serie
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Si noti che si giunge allo stesso risultato applicando il teorema di de l�H�opital e
ricordando il limite notevole
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� log x

� � log x
�

	 � Calcolare l�integrale Z �

��

�
ex�� � e

�
p
x
�
dx �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In primo luogo si osservi che

Z �

��
ex��dx � ��ex������ � ��e��� � e����� �

Posto t � �
p
x� integrando per sostituzione si ottiene

Z �

��
e
�
p
xdx � �

Z �
p
�

��
t�etdt �

Inoltre� integrando per parti due volte si ha

Z �
p
�

��
t�etdt �


et�t� � �t� ��

� �p�

�� � e
�
p
��

�
p
�� �

�
p
� � ��� �e�� �



In conclusione

Z �

��

�
ex�� � e

�
p
x
�
dx � ��e��� � e����� � �e

�
p
��

�
p
�� �

�
p
� � �� � �e�� �
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f�x� �


j log jxjj �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In primo luogo si osservi che f �e de�nita per ogni x � R� x �� f	��� g�
Al �ne di studiare la funzione �e opportuno osservare che f �e pari� e quindi

basta studiarla per x � 	�

f�x� �

���	
��

� 

logx
� se 	 � x �  �



logx
� se x �  �

I limiti agli estremi del dominio sono dati da

lim
x�	�

f�x� � 	 � lim
x���

f�x� � �� 


lim
x���

f�x� � �� � lim
x���

f�x� � 	 


ne segue che la retta x �  �e un asintoto verticale e l�asse y � 	 �e un asintoto
orizzontale� Inoltre� si osservi che prolungando f per continuit�a in 	 �ponendo
f�	� � 	�� la funzione cosi ottenuta ha nel punto 	 un minimo assoluto�

Si noti ora che la derivata prima di f �e data da

f ��x� �

���	
��




x�log x��
� se 	 � x �  �

� 

x�log x��
� se x �  �

Pertanto� la funzione f �e monotona strettamente crescente in �	� �� mentre f
risulta monotona strettamente decrescente in ������

La derivata seconda di f �e data da

f ���x� �

���	
��

� logx�log x � ��

x��log x��
� se 	 � x �  �

log x�log x� ��

x��log x��
� se x �  �

Pertanto� x � e���e un punto di �esso� f �e concava negli intervalli �	� e���� mentre
f �e convessa in �e��� � e ����� �



� � Stabilire il carattere della serie

�X
n
�



 � �n�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

La serie assegnata �e a termini positivi� di conseguenza pu�o solo convergere o
divergere positivamente
 poich�e

lim
n���



 � �n�
�  �

la serie �e divergente� in quanto non �e veri�cata la condizione necessaria alla con�
vergenza�

� � Calcolare

lim
n���

n�n

�n� � �n
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Utilizzando la disuguaglianza di Bernoulli� per ogni n 	  si ha

� 

n�
�
�
� 

n�

�n
�  �

e quindi

lim
n���

n�n

�n� � �n
� lim

n���
�

� �
n�

�n �  �

	 � Calcolare l�integrale

Z �

	

x log
���x � ��x � ��

�� dx �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In primo luogo si osservi che

Z �

	

x log j�x� ��x � ��jdx �

Z �

	

x log jx� jdx�
Z �

	

x log jx� �jdx �

Z �

	

x log�x � �dx �

Z �

	

x log��� x�dx �

Integrando per parti si ha

Z �

	

x log�x � �dx �
x�
�

log�x � �
��
	
� 

�

Z �

	

x�

x� 
dx � ��

�
� � log � �



Inoltre� con procedimento analogo al precedente si ha

Z �

	

x log�� � x�dx � ���

�
� � log � �

In conclusione�

Z �

	

x log j�x � ��x � ��jdx � �� � � log � �
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f�x� �
p
� tg x �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Periodicit�a

La funzione �e periodica di periodo �� e quindi basta studiarla nell�intervallo
������ �����

Dominio�

La funzione �e de�nita per

� tg x � 	�

cio per ���� � x � ����
Eventuali zeri�

La funzione si annulla in ����
Comportamento ai limiti� Si osservi che

lim
x��������

p
� tg x � �� �

in quanto la funzione �e positiva�
Derivata prima� Massimi minimi relativi�

f ��x� � � 

� cos� x�� tg x����
�

Si annulla in x � � e f��� �
p
�
�e un minimo relativo� Nell�intervallo considerato

la derivata prima esiste sempre� pertanto non vi sono altri punti da esaminare�
Derivata seconda� Concavit�a convessit�a� Flessi�

f ���x� � �cos� x � �cosx� �

��� cosx����
�

cosx� �

�� � cosx����
�

La derivata seconda �e sempre positiva� e quindi la funzione �e convessa in �	� ����

Inoltre f��� �
p
�
�e un minimo assoluto� e il codominio della funzione �e

��
p
������



� � Stabilire il carattere della serie

�X
k
	

e��x�x
��k �

al variare del parametro x � R�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

La serie assegnata �e una serie geometrica di ragione e�x�x
�


 di conseguenza

converge solo per e�x�x
�

� � cio�e �x � x� � 	�
In conclusione� la serie assegnata converge per �

p
� � x � 	 oppure x �

p
��

	 � Determinare tutti i valori del parametro � � ���� �� in modo che si abbia

Z �

��
jx � �j dx �

�

�
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Si osservi che

Z �

��
jx��j dx �

Z �

��
���x� dx�

Z �

�

�x��� dx �
h
�x�x�

�

i�
��

�
hx�
�
��x

i�
�
� ������

�
�

Pertanto i valori richiesti del parametro � devono veri�care l�equazione

�� � ��
�

�
�

�

�
�

cio�e � � � e � � ��
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Periodicit�a

La funzione �e periodica di periodo �� e quindi basta studiarla nell�intervallo
������ �����

Dominio�

La funzione �e de�nita per

� tg x � 	�

cio�e per ���� � x � ����
Eventuali zeri�

La funzione si annulla in ����



Comportamento ai limiti� Si osservi che

lim
x��������

p
� tg x � �� �

in quanto la funzione �e positiva�
Derivata prima� Massimi minimi relativi�

f ��x� � � 

� cos� x� � tg x����
� �  � tg� x

��� tg x����
�

Nell�intervallo considerato la derivata prima esiste sempre� La funzione�e monotona
decrescente�

Derivata seconda� Concavit�a convessit�a� Flessi�

f ���x� � � � tg� x�
� tg� x� � tg x� 

�� � tg x����
�

La derivata seconda si annulla per � tg� x� � tg x�  � 	� cio�e tg x �
��p�

�
� Si

osservi che ���
p
���� � � e quindi �e da scartare� Pertanto f ha un punto di �esso

in x � arctg��� �
p
����� e la funzione �e convessa in ������ arctg��� �

p
������ e

concava �arctg��� �
p
������ �����

Un gra�co approssimativo di f �e il seguente

� � Stabilire i valori del parametro x � R per i quali la serie

�X
k
�

��x�k �

converge e calcolare la somma�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

La serie assegnata �e una serie geometrica di ragione �x
 di conseguenza con�
verge solo per j�xj � � cio�e jxj � ���

Inoltre� per ogni jxj � �� si ha

�X
k
�

��x�k �


� �x
�  �

�x

� �x
�

	 � Calcolare l�integrale

Z �

��
x ejx��j dx �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



Si osservi che

Z �

��
xejx��jdx �

Z �

��
xe��xdx �

Z �

�

xex��dx �

Z �

��
xe��xdx � e�

Z �

��
xe�xdx � �e��x�x� �j��� � �� �

Z �

�

xex��dx � e��
Z �

��
xexdx � ex���x � �j�� � �e� � �

In conclusione� Z �

��
xejx��jdx � ��e � �� �
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f�x� � log jx� � �xj �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In primo luogo si osservi che f �e de�nita per ogni x � R� x �� 	�
Al �ne di studiare la funzione �e opportuno osservare che f �e pari� e quindi

basta studiarla per x � 	�
I limiti agli estremi del dominio sono dati da

lim
x�	�

f�x� � �� � lim
x���f�x� � �� 


ne segue che la retta x � 	 �e un asintoto verticale�
Si noti ora che la derivata prima di f �e data da

f ��x� �
�x� � �

x� � �x
� x � 	 �

Pertanto� la funzione f �e monotona strettamente crescente in �	�����
La derivata seconda di f �e data da

f ���x� �
�x�x� � �x� � ��x� � ���

�x� � �x��
� � �x� � ���

�x� � �x��
� x � 	 


di conseguenza� f �e concava in �	���� �



� � Dire per quali x � R si ha

lim
n��

�x� � �x� ���n � 	 �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Si deve imporre
j�x� � �x � ���j �  �

Essendo �x� � �x� ��� 	 	� si ha

jx� � �x � �j �  �

e quindi  � x � ��

	 � Calcolare l�integrale

Z ��

��
log�jx� � �xj � x� dx �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Si osservi che

Z ��

��
log�jx� � �xj � x� dx �

Z ��

��
log�x� � x� dx �

Z ��

��
log��x� � �x� dx �

Integrando per parti� si ha

Z ��

��
log�x��x� dx �


x log�x��x�

���
���

Z ��

��

�x� 

x � 
dx � log ��� log ��

Z ��

��

h
�� 

x� 

i
dx �

� log �� � �

Z ��

��
log��x���x� dx �


x log��x���x�������

Z ��

��

�x � �

x� �
dx � log ��

Z ��

��

h
�� �

x� �

i
dx �

� log �� � �

In conclusione�

Z ��

��
log�jx� � �xj � x� dx � � log � � � log �� � �
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f�x� � log �
p
senx �



� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

L� insieme di de�nizione �e l�insieme dei numeri reali x tali che senx � 	� ossia

fx � R � �k� � x � ��k � ��� k � Zg �
Per la periodicit�a� si pu�o studiare la funzione in �	� ��� Si osservi che� essendo

senx �  per ogni x reale� la funzione �e negativa e nulla nei punti in cui senx � 

ossia �nell�intervallo �	� ��� nel punto x �
�

�
� punto di massimo assoluto�

Per i limiti si ha

lim
x�	�

log �
p
senx � �� �

lim
x���

log �
p
senx � �� �

La derivata prima

f ��x� �


�

cosx

senx

si annulla per x �
�

�
� punto di massimo assoluto in cui si annulla anche la

funzione�
La derivata seconda

f ���x� � �

�



sen� x

�e sempre negativa� e dunque la funzione �e concava�

� � Calcolare� se esiste�

lim
n��

n�� � � arctg�
p
n� �n�� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In primo luogo si osservi che il limite assegnato �e una forma indeterminata
del tipo � 
 	�

�E conveniente applicare il teorema di de l�H�opital al rapporto di funzioni reali

� � � arctg�
p
x � �x�

�x
�

Il limite del rapporto delle derivate �e dato da

lim
x���

�x�

 � �
p
x� �x��

� 

�
p
x
� �

�
�

�

�
�

e quindi per il teorema di de l�H�opital si ottiene

lim
x���

� � � arctg�
p
x� �x�

�x
�

�

�
�



In conclusione� il valore del limite assegnato �e
�

�
�

Si pu anche calcolare il limite assegnato senza applicare il teorema di de
l�H�opital� ma utilizzando l�uguaglianza

arctg x� arctg


x
�

�

�
per ogni x � 	

e il limite notevole

lim
n��

n arctg


n
�  �

	 � Calcolare l�integrale

Z �

����

j log�x� � ��j dx �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Si osservi che

Z �

����

j log�x� � ��j dx � �
Z p

�

����

log�x� � �� dx�

Z �

p
�

log�x� � �� dx �

Poich�e �� � �� si pu scrivere

Z
log�x� � �� dx �

Z
log�x � �� dx�

Z
log�x � �� dx �

Integrando per parti� si ha

Z
log�x� �� dx � �x � �� log�x � �� � x� c �

Z
log�x� �� dx � �x � �� log�x � �� � x� c �

e quindi

Z
log�x� � �� dx � x log�x� � �� � � log

x � �

x � �
� �x � c c � R �

In conclusione�

Z �

����

j log�x� � ��j dx � �� log�
p
� � �� � �

p
� �

�

�
log��� �

�

�
log �� ��

�
�

� � Studiare la funzione

f�x� � ejx
���j��x �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



La funzione assegnata f�x� �e de�nita per ogni x � R�
Per i limiti si ha

lim
x���

f�x� � �� �

Si osservi ora che

f�x� �

�	



ex
�����x se x � �� oppure x 	 � �

e�x
�����x se � � � x � � �

La derivata prima �e data da

f ��x� �

�	


ex

�����x��x � �� se x � �� oppure x � � �

e�x
�����x���x� �� se � � � x � � �

e f non �e derivabile nei punti �� e ��
Pertanto f �e decrescente in ������� mentre �e crescente in ������� Inoltre�

f �e crescente in �� �� ����� �e decrescente in ����� ��� e quindi il punto x � ��� �e di
massimo relativo per f �

La derivata seconda �e data da

f ���x� �

�	


ex

�����x���x � ��� � �� se x � �� oppure x � � �

e�x
�����x��x� � �x � �� se � � � x � � �

e di conseguenza f �e convessa negli intervalli � � ����� e ������� mentre f

�e convessa negli intervalli � � �� �� �
p
����� e ��� �

p
����� ��� ed �e concava in

����
p
����� �� �

p
������ Pertanto i punti ���

p
���� sono di �esso per f �

� � Calcolare� se esiste�

lim
x�	�

� cos
�p

�x��
�

x
�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In primo luogo si osservi che il limite assegnato �e una forma indeterminata

del tipo
	

	
�

�E opportuno tener presente il limite notevole

lim
t�	

� cos t

t�
�



�
�

Infatti� posto t �
p
�x��� si ha

lim
x�	�

� cos
�p

�x��
�

x
�

�

�
lim
t�	

� cos t

t�
�

�

�
�


