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parimenti suddividiamo (¢, d] in ¢ intervalli parziali con

E=Wo<h <. ..<y, <y,=d.

li del primo tipo ed un ¢
(¥ks Yeq1] del secondo (k = W, .
ooy q — 1), risulta individuato 1%
tervallo prodotto cartesiano Dk

[Zhs ] X [Yes Yppn) Per il quale si
ha

mis Ty = (Tpy1 = ) (Yey1 — Ug) -

Al variare di h e k, T risulta in-
ternamente solcato da un reticolato
individuato dalle rette z = ,, (J/= sy P—
intervalli I sono a due a due pfivi di punits inter
la. loro unione, si ha quindi (fig/

hy=w, k=1,...,g—1); gli
, comuni ed I & manifestamente

negli intervalli (pargili) I, | ovvero che si & eseguita una decompdgizione coordinata

) p—1 q—1
Rilevato cife ,Z(, (Bhgy — ) =b—a, T Wee1 — ¥) = d — ¢ B immediato
h= k=0

riconoscere ghe si ha (proprieta additiva)

p—1 g-1

mis/ =% > miss,,, ¥D(I). (4%5)

h=0 k=0

uanto detto in IR?, ove mis 7 = area I, vale in R™

J y i , 1> 2; naturalmente la
migura ¢ quella n-dimensionale (4.1.1)

4.2 La misura esterna

Sia B C IR", n € IN, un assegnato insieme limitato ed E = E U 8F la sua
chiusura; fissato un intervallo I contenente & al suo interno, cioé E C IO =1-9I,
si esegua una decomposizione D(I) di I e siano I, I, ..., 1, gli intervalli di D(I)

aventi almeno un punto comune con & (in fig. 42.1sihav = 30). Indichiamo con
P la loro unione, poniamo ciog

< 0
P=| 1, con [,NI; =0, per h#k. (4.2.1)

h=1
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L’insieme P, unione di un nu- ¥
mero finito di intervalli, privi a
due a due di punti interni comuni,
& detto plurintervallo esternamen-
te associato ad E mediante D(I)
o anche ricopertura esterna di E.
Gli intervalli di D(I) privi di
punti comuni con E formano a lo-
ro volta un plurintervallo P*, tale
che PUP* = I, 9P*NE = B, dato 0 - S
che essendo P* chiuso, se non vuo- Fig. 4.2.1
to, si ha @P* C P* e quest’ultimo
insieme al pari di 01, per defini- ‘
zione non ha punti comuni con E. Poiché 8P C dP* U I, si ha sempre

'
P SR

ENoP=0 equindi PSE. (4.2.2)

Per definizione, chiameremo misura di P, da denotarsi con misP, la somma
delle misure degli intervalli (4.2.1) che’lo compongono; si ha percio

v
misP = > misT, > 0. (4.2.3)
h=1
Al variare in tutti i modi possibili della decomposizione D(I), rimane indivi-
duato l'insieme numerico {mis P} il cui estremo inferiore viene denominato misura
esterna di F ed indicato con mis, F; si pone percid per definizione

mis, B = inf{mis P} > 0. (4.2.4)

Tale definizione & legata al fatto che ciascuno dei valori mis P rappresenta un
valore approssimato per eccesso della misura di E che stiamo cercando di costruire.

Osservazione I - S
con quella definita in (4.1.
qualsiasi plurintervallo, n

& un qualsiasi intervallo, la sua migura esterna coincide

paiono qudsi intuitive).
Teorema 4.2.1 —
di “momnotonia” espress

quella di “
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4.3 La misura interna

Supponiamo che F sia dotato di punti interni, allora, fissato come in prece-
denza 'intervallo I, con ?f O F, ed ese-
guita la consueta D(I) sia P il plurin- y
tervallo internamente associato ad B
(fig. 4.3.1) unione (se non vuota) degli
intervalli Iy,...,I, di D(I) tutti for-
mati esclusivamente di punti interni
ad E. Al variare di D(I) si consi-
dera l’insi?fne numerico descritto da

misP = 5 misl,, il cui estremo su-
h=1

periore si definisce misura interna di 5|

E ¢ si indica con mis; E; si pone ciog Fig. 4.3.1

mis; F = sup{mis P'}, (4.3.1)

convenendo inoltre che
mis, F=0 se , b= @. (4.3.2)

La definizione data & legata al fatto assai intuitivo che mis P’ fornisce un valore
approssimato per difetto della misura che si intende attribuire ad E.

Come per la misura esterna, si puod osservare che per intervalli e plurintervelli la
misura interna coincide con la misura originariamente attribuita; essi sono percio
due esempi assai sermplici di insiemi per i quali misura esterna e misura interna
coincidono.

Con ragionamento analogo a quello fatto per la misura esterna, al variare di
D(1), la mis P’ pud essere pensata come funzione ad infiniti valori della norma &
della decomposizione D(I) e si ha

mis; FF = 5lirr(tJ mis P’ (4.3.3)

e
da cui segue anche in questo caso lindipendenza di mis, & dal fissato [ / Parimenti
¢ evidente che per costrujye mis; £ b operare con intervalli J#72 E. sfssistono
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4.4 Insiemi misurabili secondo Peano-Jordan

Dato un qualsiasi insieme limitato F C IR™, abbiamo mostrato nei due § pre-
cedenti che ad esso possiamo sempre associare due numeri: la misura esterna, che
costituisce, per cosi dire, la “migliore” misura per eccesso, rispetto a quella che
si desidererebbe attribuire ad F; analogamente la misura interna & da ritenere la
“migliore” misura per difetto di E.

Riferendoci ora ad una medesima decomposizione coordinata D(I), con i sim-
boli precedentemente introdotti, si ha

P'CP equindi misP <misP, YD),

con l'intesa che mis P’ = 0 se P’ = . E allora evidente che passando al limite per
la. norma & — 0, per le (4.2.7) e (4.3.3) 51 ha

mis; £ < mis, &. (4.4.1)

1l caso di maggiore interesse, gia segnalato per intervalli e plurintervalli, si
presenta se risulta mis, £ = mis, E; in tale caso, diremo che l'insieme limitato E ¢
misurabile secondo Peano-Jordan e chiameremo sua misura da designarsi con mis £
il valore comune della misura esterna ed interna; porremo quindi

mis E = mis; £ = mis, E. (4.4.2)

fiea la necessita di indagare, nel caso di non misurabilita, cioe se
mis, £ < mi sa possa rappresentare 1

Dimostrazione —
0 i
1, coniol 3 . E gl

ntervalli Iy,...,I, itui e ; o

P di E, possong” dividersi in due categopi€: ota) degli
intervalli I,,, f erni ad E, che
costituisco, ., 1, che sono
tutti e spfl quelli che hanno almetio un punto in comuneetn AF e costituiscono un
Ticopr; " da cui deriva ovviamente

Variando ed eseguendo il passaggio al limite per la norma § — 0, sj ha
subito la (4.4.3). 0
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4.7 Cilindri retti misurabili

Sia F un
reale. Diremo
definito da

irbitrario insieme limitato del piano 2y ed I > 0 un as
ilindro retto di base E ed altezza , I'insieme T

egnato numero
dello spazio zyz

7= {(@,y )@)€ Bz e 1),

ciot T & il prodotto cartesiano £ x [0,1].
Si ha allora una proprieta che generalizza quell
particolari, della Geometrigielementare.
Teorema 4.7.I — Se IR? & un arbitrariofinsieme limitato, per i cilindro
retto T ¢ R di base F ed altezﬁi risulta

(4.7.1)

dei cilindri retti con basi

voluige, T' = | - agéa, B . (4.7.2)
lo ¢ inIR® e si ha

-area I (4.7.3)

In particolare se E é mz’sumbz’E\E\\in R?,
volume

Dimostrazione — Fissiamo, come g ‘pud, intervallo I D T (parallelepipedo
retto) come prodotto cartesiano di y ervallo J O E in IR? e dell'intervallo
[0,1]. Sia D({) un’arbitraria decomposiziond coordinata di I e Liph=1,...,v,
k =0,...,p—1, siano gl intervalli aventi almeno un punto comune con T} detta
& > 0 la norma di tale D(7) si hg/ovviamente

volume/, (4.7.4)

Ma gli elementi I, sgno il prodotto cartesiano diintervalli J, C J del piano

zy, aventi almeno un puato comune con E, per lintervllo (2,2, 4], con z; = 0,
= I, relativo alla decgmposizione di [0,1] in p intervalli‘parziali.

Poiché volume I, f = [zk_H — 2] - area Jh risulta

ssqrvi che la

,edi qucllo ad esso 1dent1co sul piano z = . Ponendo nella (4.7. 2)
ed area di £ in luogo delle misure esterne si ha la (4.7.3).

Capitolo 5

Il calcolo integrale in IR"

5.1 L’integrale di una funzione continua su un compatto di IR"

Per definire I'integrale di una funzione continua di n variabili, esteso ad un
insieme chiuso limitato e misurabile di IR™, n € IN, opereremo in perfetta analogia
a quanto fatto in “Analisi I”, § 10.2, per funzioni di una variabile su intervalli.

Nel seguito gli insiemi chiusi e limitati saranno denominati insiemi compatti;
utilizzeremo spesso la circostanza che dato un numero finito di compatti misurabili
in IR™, anche la loro unione, (come pure l'intersezione) & un compatto misurabile.

Dato un compatto misurabile T C IR", diremo che esso & stato decomposto in
un numero finito di compatti misurabili 7,71, ...,T,, ovvero che si & effettuata
una decomposizione D(T') nei compatti misurabili Ty,7T,,...,T,, se essi sono privi
a due a due di punti interni comuni ed hanno T come loro unione; in simboli

v

U Bty BE=12...,0 2K (5.1.1)

Chiameremo norma della decomposizione
D(T), il massimo diametre § > 0, degli ele-
menti T},T,,...,7, che la compongono. E

v

ben evidente che esistono infinite decomposi-
zioni D(T') aventi norma § assegnata; natural-
mente § > 0 pud essere fissato piccolo quanto
si vuole.

Fig. 5.1.1
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Ma i & il numero di separazione delle classi {s}, {S}, dunque per ogni D(T')/si
ha, per le corr1spondent1 somme

5<IL8§
e parimenti per tuttc lo corrispondenti somme integrali ¢, relative a quella D(T) si
ha \ / -
gL oy,
Ne segue che per ogni 'D(T) con norma & < &, dovra essere
“\\|(r_£] <S-s<e,

onde il teorema e comp]etamerfh@ dimostrato. O

Ha X i T ;

. 11 limite { .dl cui il teorema ora dimostrato assicura 'ggistenza & un numero che
dipende esclusivamente dalla funzione continua f (P) e dal compatto misurabile T
esso si chiama 'integrale della funzi ne continua f(P) 1
T C IR™ e &l indica col simbolo

esteso al compatto misurabile

f"'-l_:(P)dT / (B.1.9

oppure, indicando con =y, z,,..., 3, le coqrghnate di P:

s \

ff a:l,mz,...’_, )dm\]\dwz AT (5.1.7)

Si ha dunque per definizione A)l solito széwlﬁcato dei simboli)

\
v
lim o = lim D (5.1.8)
h=L
ed in particolare
(P)dT = lim s = lim thml T, (5.1.9)
h=1
e I'analoga
/ /f )dT = lim § = lim ZMh mis 7}, (5.1.10)

h=1

e poiché I’ mf/e‘graie (5.1.7) coincide con il numero di separazione
{s}, {5} sopra considerate, possiamo aggiungere:

Teopema 5.1.11 —  Lintegrale ff(P)dT coincide con estrem

dell’insferne costituito da tutte le posszbzlz somme s e con l'estremo inferiore a’el—
Vinstefne formato da tutte le pombzlz somme S.

superiare
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Naturalmente\la definizione ora data di integrale si applic /aéhe se f(P) ¢
funzione di una sola‘varla,bmle z e, nel caso particolare che T sia yéntervallo limitato
[a,b] dell’asse x, ci fa. ritrovare integrale introdotto in “}nalzsz 17, % 10.2 (come
risulta da teorema 5.1.11).

L’attuale definizione ci porta. perd anche a conqldcrafe integrali del tipo f f(@

estesi ad un compatto misurabile dell’asse = (che in g‘encrale non sara un mtel vallo).

Gli integrali di funzioni di‘una variabile si chiamano anche integrali semplici;
quelli di funzioni di due varia.bili integrali doppi; usando per essi anche la notazione
[f; f(P)dT oppure [l T2 y)d:ﬁ dy; quelli’ di funzioni di tre variabili integrali
tripli, spesso indicati con fffT PYT oppure [[[; f(z,y,2)dzdydz; nel caso
generale & usata la denominazione d1 mh’gmh maultipli.

In “Analist I7, Cap. 10, a propoalte degli integrali semplici abbiamo anche
introdotto i concettl di integrale deﬁmto (dipendente da un orientamento dell’in-
tervallo di integrazione) e di integ’f"aie indeﬁhz’\to; avvertiamo che nulla di analogo
faremo per gli integrali dopp:, tmplz ecc.. ‘“\

Nel caso particolare f( ) =0, la (5.1.8) ci *@a immediatamente [ 0dT = 0,
T
mentre nel case f(P) =1, Léssa, fornisce il teorema se\gxgente

Teorema 5.1.I11 — Se T' & un compatto mmsumbﬁidz R", s ha

S
/dT:misT, (5.1.11)

(anche se mis T: 0) ed in particolare per n = 2,3:

// dT :// dr dy = area T} /ff dT:f]f dz dy dz = volume
@ T ST T

Quééto teorema giustifica il fatto che al simbolo dT = dx,dx, . .. dz,,, fighrante
ne]]e}otamom (5.1.7) e (5.1.7") adottate per gli integrali, si da il nome di elem¥gto
di misura (di area, di volume, ecc.) dello spazio IR™ (del piano, dello spazio, ecc.y.

5.2 Proprieta dell’integrale
Le proprietd dell’integrale [ f{P)dT sono del tutio analoghe a quelle dell'in-
s

b
tegrale [ f(z)dz esposte in “Analisi I”, § 10.4.
Teorema 5.2.I (della media) — Siano f(P), g(P) funzioni continue in T e

sia sempre g(P) > 0. Allora, detti m, M il minimo ed il massimo valore di f(P)
in T, s ha

mfg(P)dTg /f(P)g(P)dT <M /g(P)dT. (5.2.1)
T i it
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Se il compatto T ¢ internamente connesso, esiste in esso almeno un punto Q
tale da averst

[ #PxPrar = (@) [ o(Prar. (5.2.2)

T

Dimostrazione — In virth dell'ipotesi g(P) > 0, si ha evidentemente (con le
solite notazioni):

m >y g(P) mlsTh<Zf %) Ph)mlsTh<MZg P,)misT}
h=1 = h=1

e di qui, passando al limite per & — 0, si trae la (5.2.1).
Se T & internamente connesso, possiamo aggiungere che misT > 0 ed essendo

Ll g(P,) mis T}, > 0, risulta certamente fg(P )dT > 0. Allora, se fg(P dT' = 0f=),
78:(5 2.1) ci dice che & anche | f(P)g )dT =0 ed allora la (5.2.2) (che si riduce
a 0 = 0) vale qualunque sia QTE T. Se invece [ g(P)dT > 0la (5.2.1) esprime che
il rapporto j[f(P)g(P)dT/Tj: g(P)dT ha un va?ore i compreso fra m e M e poiché

(“Analisi 1", teorema 16.6.V) esiste certamente almeno un punto @ € T in cui

riesce f(@) = p, si deduce la (5.2.2). Q0
Nel caso particolare g(P) = 1, il teorema precedente diventa, in virti di
(5.1.11):
Teorema 5.2.II —  Deiti m, M il minimo ed il massimo valore di f(P) in
R ol
m-misT < /f(,P)dT <M misT. (5.2.3)

Se T & inlernamente connesse, esiste in esso almeno un punto ) tale da averst

/.f(P)dT = f(Q) -misT. (5.2.4)
2
Per la (5.2.3), posto
qf*f(P)dT
= (5.2.5)

EDalle due ipotesi g(P) > 0, fq )dT' = 0, essendo T internamente connesso, segue

g(P)=0in T (teorema 5.2.V).
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si ha m < u < M, questo numero p si chiama il valor medio della funzione f(P)
nel compatto misurabile internamente connesso T'.

Teorema 5.2.I1I1 (dell’additivitd) — Decomposto il compatto T' nei compatti
parziali Ty, T, ...\ T, si ha

/f YT = Z/f ' (5.2.6)

k= lT;,

Dimostrazione — Basta considerare il caso pp = 2 e provare che, se ' =T, UT,,

%1n%2 =0, si ha
F(PYIT = [ F(P)dT + [ f(P)dT. (5.2.7)
i

Consideriamo una decomposizione D, del compatto T} ed una decomposizione
D, del compatto Ty, entrambe di norma 6 In corrispondenza a D, costruiamo una

somma integrale o, relativa a,ll’mtegrale [ F(P)dT ed in cornspondenaa a D, una
T

somma integrale o, relativa all'integrale [ f(P)dT. E ovvio che D,, D, individuano
Ty

una (particolare) decomposizione D del compatto 7" (pure di norma §) ed & anche

evidente che fra le somme integrali corrispondenti a questa decomposizione D ve

n'e una uguale a g, + g,. Si ha allora

;in})dl :/f(P)dT, %ir%crz:/f(P)dT, gir%(crlﬁ-og) =/f(P)dT;
Ty T2 7

d’altra parte sussiste la c}ir%(a1 +0,) = }ir% o, + i%’11'% o, e ne segue la (5.2.7). 0

Teorema 5.2.IV (della distributivitd) — Se f,(P), fo(P), ..., f,(P) sono
Junzioni continue in T, allora, comunque st assegnino le costanti ¢y, ¢y, ..., ¢, St
ha:

f [clfltp) + e fo(P) + -+, f (P)dT =
i (5.2.8)

= f F1(P)IT + 5 / fPUT + -+, ] [,(P)dT
T T T

Dimostrazione — Basta considerare il caso di due funzioni. Si ha allora per la
(5.1.8):



