FISICA MATEMATICA (Ingegneria Civile)
APPELLO STRAORDINARIO (19.10.2018) A.A.2017/18

Una sbarra AB rettilinea rigida, omogenea pesante, di massa 9 e lunghezza ¢, ha gli estremi vincolati a
scorrere senza attrito lungo due guide rettilinee x ed y solidali a terra ed appartenenti a un piano verticale
(z,y); lasse y & verticale fisso e orientato verso lalto.

Le sollecitazioni vincolari che agiscono sui due estremi della sbarra sono equivalenti a due singole forze:
(RA, EB) applicate rispettivamente in A ed in B.

Lungo la guida rettilinea a e anche vincolato a scorrere senza attrito un elemento pesante P di massa m
sul quale agisce una forza elastica —ko OP di centro 'origine O del riferimento e costante elastica ko .

Inoltre, 'estremo B della sbarra e ’elemento (non si urtano e) si scambiano una coppia elastica (B, kg BP,
P kp PB).

Sia G il baricentro della sbarra, sia & il versore di E}l, sia € l’anomalia che € forma con il versore
€5, contata positivamente in senso antiorario rispetto al versore €3, e si scelgano come coordinate lagrangiane
I’ascissa x dell’elemento P lungo la retta x e ’anomalia 6.
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1) Scrivere le espressioni lagrangiane delle energie cinetica e potenziale e usarle per scrivere le equazioni di
Lagrange per il sistema.

2) Introdotte le costanti o e 8 taliche ko = akp e Mg = [ kp ¢, dimostrare che esiste una sola posizione
di equilibrio stabile se & 8 = 2.

3) (facoltativo) Determinare le posizioni di equilibrio e studiarne la stabilita al variare arbitrario dei para-
metri o e .

4) Scrivere le equazioni cardinali della stereodinamica, e di Newton per ’elemento, e verificare le equazioni
di Lagrange trovate al Punto precedente.

5) Specificare i valori delle ﬁA, Rp ed Rp in corrispondenza allo stato cinetico (x = 0, 0 = 7/2,
i=0,0=0).

6) Ancora sotto l'ipotesi S = 2«a, e con 9 = 3m, determinare equazione variazionale e pulsazioni proprie
(1, v2) delle piccole oscillazioni nell’intorno della posizione di equilibrio stabile, e calcolare il valore della
loro soluzione (z(t), 6(t)) uscente dai dati: (xg =0, g = /2, &g =0, yp = 0).

RISOLUZIONE

Punto 1) Sussistono le

B = (o) @), = ¢ () ©B), = ¢ (") (@), = 5 (5).
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       RISOLUZIONE


Oﬁ:xé'l, equindi ¥p = T €}, ap = T €, e

. L . [ cosb . L [ cosb £ .5 (siné
(Uc)e o 59 <—sin6‘) ’ (aG>e - 59 <—Sin9)_29 <cos€> ’

Ne seguono  v3 = i? e 0% = 1202 mediante le quali le
eso elas 1 2 G 1 2
Y = prese pyeas T=§9ﬁvG+T +5 mup

si specializzano nelle
1 2, 1 : 2
Y = mgyg+§kox +§ kg (£sinf — x)* + cost.

V4 1 1
= 93?95 COS9+§ (ko + kB) 1‘2—|—§ kg ?sin?0 — kg ¢ x sinf + cost.

i]‘ 2 1 12'2 1 1 2092 _
T = mvp+29ﬁ4€9+29ﬁ12€0f

1 1 .
5 fmd:2+69ﬁ€202.

2

Se ne ricavano le

A% .

% = (ko—FkB)I—kBé sin @

g—z = —Qﬁgg sinf + kg (*sinf cosf — kgl = cosb

oT 0T oT . oT 1 9 -
i VA R PR Ay Bl T

e da queste seguono le equazioni richieste:

mi = —(ko+kg) x+kpl sind
1 2 0 5 . (5.0.34)
3 M 420 :Smgi sinf — kg £°sin@ cos@ + kgl x cosf
Punto 2) Le condizioni di equilibrio risultano
(ko +I€B) r—kpt sinf = 0
l
—93195 sinf + kg £?sin6 cos — kgl x cosh® = 0
1
da cui, e usando le posizioni ko = akg e Mg= L0 kgl, siricava xz.= Toa { sinf, tramite la quale
«

la seconda fornisce

Mg kp o
<_2k31€+0059_ko-|-kg cos@) sinf = 0;

dunque esistono comunque le due posizioni:  Cy(z1, 61) = (0, 0) , Co(xa, 02) = (0, 7), inoltre vi possono
essere, se esistono, due ulteriori configurazioni di equilibrio Cs4(z3.4, 54) tali che

Mg (ko+kp) _ Bl—|—o¢
2kp ! ko N 2a

cosflz 4 = se questo & minore di 1 ovvero: S(14+«a) < 2a .

Nel caso richiesto, in cui 8 =2a«, il rapporto (14 a)/2a vale 14+« che & certo maggiore di uno, e quindi
le due ultime posizioni non esistono.

Per studiare la stabilita, si calcola la matrice Hessiana b=0% a partire dalle

ko =akp, Mg = Bkpt, e dalle
0%y aV
— - = (k k = —kpt 0
gaz ~ (kotks), 0200 B b cos
0%y

4
57 = M9s cos — kp £%(sin? @ — cos®>0) + kgl x sinf =: kpl®b;
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risulta

ke (1+a) —kgl cosb 1
b = 5 ( ) ks conb := <—f6 cos ) — (sin? @ — cos® ) + sin? 9) )
—kglcos® kgl?b 2 1+«
Per le configurazioni trovate si calcolano
B B
by 5 +1, by 5 +
b = _ﬁ21+a_4a2—262(1+a)2 40% — B2(1 + «)?
B 4o 40 402(1 + )
_ af(l+a) 4a’(1+a)-28°(1+a)®  40® = F(1+a)’
 4a2(1+a) 402(1 + o) 402(1 + )
1
_ 403 2(1 3
402(1 + ) ( o + B +O[)) ’
e quindi le matrici b hanno tutte primo elemento positivo, e determinanti
Detby) _ i1 = Buia)ta
kxez T2
Det(bQ) 8
B2e =b(l+a)—1 = +§(1+a)+a
Det(b3 4) 2(1+a)2
——— = b3yl —
K30 sall +0) =5
2 2
N N S 3 52 o _ Bl+a)?
= 17 (-4’ + 81+ )’ - 21+ )?) = —a

Se ne conclude che la Cy esiste sempre ed & stabile; la C; esiste sempre ed & stabile solose S(1+a) <2a; le
due Cs 4 esistano solo se (1 + a) < 2« ma non sono mai stabili.

Punto 4) Scrivendo la seconda equazione cardinale rispetto al polo A si deduce che Rp . =0, e analoga-
mente per R4 . se siusa il polo B. Pertanto le equazioni cardinali forniscono

M ag = M G+ kpBD + R+ By
map = mg+koPO + kpPD + Bp

[?G = CT&XR;;—F@X (k3ﬁ+é3) s ovvero
Me L |-ve ya—ve Tp—Ta Yo
12 Raq. 0 ke(xp —2B) Rpy

da cui , ,
Micg = M (29 cos@—iéQ Sin9> = Ra,+kp (zp —2B)

0. 0.
Mic = M (—2 0 sin@—i 62 COSG) = Rpy,—My
mip = —koxp —kp (xp —15) | (5.0.35)
mijp = 0 = Rpy—myg,
Mmez .
5 0 = —Raz(ya —yc)+ Rpy(rs —26) + kpyc(zp — xB)

e quindi le due equazioni pure sono:

mi = —(ko+kp)z+kpxp,

mez . . .
D O+Mic (ya —ya) — Mijc (xp —rg) =

= kp (xp —2B) (ya —ya) + Mg (zB — vc) + kpyc(rp — xB) ,
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ovvero, usando le zp =x, xp =1~F sinf, ya =/, cosh, I'G:g siné, ygzg cosf, e quindi le
(xzp—2p)=x—Lsinb, (zp—zc)=2% sinf, (ya—yc) =45 cosf, sitrovano le

mi = 7(l€0+k3)1’+k3€ sin 6,

M2 .. 0 . 0., .
12 9+9)?(29c059—29 sin 6

cosf — M (—5 6 sin9—§92 cosH) g sinf =
= kp (z— ¢ sin#)

2 ..
Em; 0 = kg (x— ¢ sinf) ¢ cos@—l—i)ﬁg%sin@,

¢
2
¢
2

00594—93?9; sin@—kkBg cosf (x — L sinf) |

che diviene

che coincidono con le equazioni di Lagrange (5.0.34) trovate al Punto 1).

Punto 5) Ldati (z=0, 0 =m/2, @=0, 6=0) ele equazioni (5.0.34) forniscono in loro corrispondenza
mi =kpl, 1MPI=43Mgl, ic=0, Miec=—%M?0=-3Mg, ele(5.0.35) danno

Ray, = Mig—kp (xp—2x) = —kp(zr—40) = kpt

Rpy = Mijcg+Mg = Wg(li) = iﬂﬁg

Rpy, = mg.
Punto 6) Ancora con 8 =2a e per la configurazione Cy = (¢, 6.) = (0, 7), si calcolano le

b (ko + k) —kpl cosb. kg (1+ ) kgt
2 pr— fr—
Ckpl cosB.  kp 2 b kpt kel (5+1)

m 0 kg (14+a)—Am kgt )
ed g = <0 9)”([2/3>' Dunque la kg ( kg 02 <g L 1) ) Em3€2 = 0 che fornisce
M m (2 M (>
k%62 (14 ) <1+§> + 7;” A\ — ( 3 kp(l+a)+mkpl? <1+§>) A—k%2 =0
1
ovvero, essendo 8 = 2, imgn A — (1+a) %qtm A+ (1+a)-1) =0
3k3, kp 3
da cui, per la M =3 segue % 21+« A + (14 a)* - 1) 0
ui, =3m, u —_— - a) ———— a)*=1) = 0.
’ ° (ks /m)? (ks /m)
A
Risulta Gon/m) = (1+a)+x/(1+a)2?—-(1+a)2+1 e dunque le due pulsazioni proprie sono A; =
B/mM
k k 2
EB a = 369721 = z—g, AQZEB 2+a) = ?2)—‘3 ( JO:O[) . Ne seguono gli autovettori:
kp(l1+ a)e1y +kplery, = mAie1, = kpaer, che fornisce (g1, €1,4) = (-1, 1/¢),

kp(l+a)eay +kplesy = mAyea, = kp(2+a)eay che fornisce (g2, €24) = (+1, 1/¢) .

. .. o -1 1 -1 1 -1/ . p(l) o -1 o .
Mediante le matrici P = (1/£ 1/5) , D =3 <1 €> da cui la (pg =P bo—n) =

.0 .
p! (_7?/2> insieme con la (Zé) = p! (Zj) = (8) , si trovano le soluzioni richieste per (zo =

0, 0p =m/2, o =0, 0 = 0); esse sono:
x(t) _ cosvit 0 1 Zo 0
(9(t) - 06) =P ( 0 cos 1/2t> p (90 - 7r> + (O)
-1 1 —cosvyt £ cosvit) 0
1/¢1/¢ cosvot £ cosuvat —m/2

( cosvat + cosvyt £ (cos et — cos ult)) ( 0 )

7 (cosvat — cosnt) (coswat + cosvit) —m/2

N = N =
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ovvero .
x(t) = ~7 £ (cosvat — cos vit)

o(t) = ﬂ'*% (cos vat 4 cosvit) .

Per la matrice dei modi normali relativa alla teoria, occorre normalizzare gli autovettori £; 2 secondo il
prodotto scalare dell’energia cinetica; cio significa calcolare i vettori &; = k(;)€; e imporre che le costanti k;

siano tali che g} -a g} =1 per j=1,2.
I due vettori trovati sopra sono: €& =

m 0 . —
o ;e |3 nesegue che sono @ &) = ul
3

-1 1 . —er%—Qm +1 1 m —m+%—2m
r)\=mE) T 3 Te)\=mE) 3~

(=1, 1/0T, & = (+1, 1/0)T, e la matrice di massa ¢ 0 =
m
22

o - m
insieme con @ &5 = | 45,2 |, e dunque che
3

<3

Pertanto, ponendo &7 = \/%7771 g1 e é&y= \/%7771 € si ha che per entrambi j = 1,2 risultano
Zad- L F.af-_Lo 1
g £ = — £ - E;= — 2m = .
J 7 om 7 2m
E d’altra parte facile constatare che &;-@ & = fermTez = 0 se i # j, eche allora ¢ anche g; -a g} =0,

che pertanto risulta £ - (1 Ej = 0.
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