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Esercizio 1

Sia data la funzione f(z,y) = 2*y? + zy — y.
Studiare i punti critici di f e trovarne massimo e minimo globale, o even-
tualmente estremo superiore ed inferiore, nel suo dominio e nell’insieme D =

{ (r,y) eR? |z € (1,4), | y| < 1/z }
Soluzione
Dato che limy 400 f(0,y) = —limy_, 400y = Foo, f & illimitata. Quindi non

ha massimo né minimo globale, e gli estremi superiore ed inferiore su R valgono
rispettivamente 400, e —o0.
Il gradiente di f ¢ uguale a

V f(z,y) =(4z3y* + y, 22ty + 2 — 1),
=(y(4a’y + 1), 22"y + = - 1),

e si avranno punti critici in corrispondenza delle soluzioni dei sistemi (dato che
non esistono punti critici per x = 0)

Yy = 07 Yy = _ﬁ7
2rty + 2 —1=0, 2rty + 2 —-1=0,
ovvero nei punti
P =(1,0), Q=(2,-279).
Per studiare la natura di questi punti, calcoliamo I’hessiano di f, che risulta
essere pari a

1222y 83y +1

Si ha quindi
det(H f(P)) = det <(1) ;) =-1<0,

et (@) = et (P77 ) =300 ms@) >0



da cui P punto di sella e Q punto di minimo relativo.

Essendo D un insieme aperto e limitato ed f una funzione continua, questa
avra in D massimo e minimo globale. Se questi valori saranno assunti in D,
saranno i massimi e minimi cercati, se invece saranno assunti in 9D saranno
solamente estremo superiore e/o inferiore.

Per studiare 0D, usiamo la parametrizzazione data curve

n(t) = (t,1/1), te[l,4],
1(t) = (4,1), te[-1/4,1/4],
s(t) = (8, =1/1), te[l4],
w(t) = (1,1), te[-1,1]

Su di esse f vale

foy(t)=t*+1—1/t,
foma(t) =2%"+3t,
forys(t) =12 —1+1/t,
fom(t) =t
Derivando queste funzioni si ottiene
d(fom) 1
= 2 —
dt (8) =2t + 12’
d(f o 2) 9
t 27t
222 (1) = 2%t 43,
d(f o7s3) 1
t) =2t — —
Q) 2
d(f °va)
=2
220 (1) = o,

da cui si ottengono punti di estremo vincolato P = (1,0) e R = (—271/3,21/3),
Confrontando i valori che la funzione assume in questi punti, nel punto di min-
imo relativo Q e nei punti (1,41), (4, +1/4), otteniamo i valori 67/4 e —272/3
rispettivamente come estremo superiore ed inferiore (in quanto assunti in 9D).

Esercizio 2
Rappresentare in serie di Fourier, la funzione f : R — R, periodica, di pe-

riodo T' = 27 individuata in [—m,7) da f(z) = sin(z/2). Studiare inoltre la
convergenza della serie.

Soluzione

La serie cercata sara data da

flx) = % + Z (an cos(nz) + by, sin(nx)),

no



con a, = 0, essendo [ dispari, e

by, =— ! f(z) sin(nx) de = 1 /7r sin (%) sin(nx) dz

—r T™J -

:% [—2 cos (g) sin(nx) :r +2n /_Tr cos (g) cos(nx) dm]

™

T 2 T Ty .
- +4n /_ sin (2) sin(nz) d:r]

™

:% [471 sin (g) cos(nx)

—1)"
:M + 4n?b,,,
s

Quindi
- 8n(—1)"
"1 —4n2)

La serie di Fourier calcolata converge puntualmente ad f per = # kw, e
converge a (f(kwt) + f(kn~))/2 = 0 e per x = km, k € Z. Dato che f non
e continua, la convergenza non € uniforme in R, ma solamente negli intervalli
chiusi e limitati non contenenti i punti kw, k € Z.

Esercizio 3

Data la forma differenziale, per o > 0,

2 a—+1 2 o «@ @
P e T R (A
xa+ya wa_A'_ya

determinarne I'insieme di definizione, calcolare il valore di a per il quale w sia
chiusa, ed usare tale valore nel resto dell’esercizio. Indicare un insieme aperto e
connesso in cui w sia esatta e calcolarne la primitiva F tale che F'(1,1) = w/44-2.
Pararametrizzarne la frontiera dell'insieme D = { (z,y) € R* [1 <a? +y?> <4,z > |y| }
delimitata dalle circonferenze di raggio 1 e 2. Calcolare I'integrale di w lungo
0D senza ulteriori calcoli, e verificare il risultato ottenuto usando le formule di
Gauss-Green.
Sia v una delle due porzioni in cui D risulta divisa dai punti P = (%, —?)
e Q = (v/2,v2). Calcolare direttamente I'integrale di w da P a @ lungo v e
verificare il risultato facendo uso della funzione F'.

Soluzione
La forma differenziale ¢ definita in { (z,y) € R? | 2%,y ben definiti, z* + y* # 0 }.
Perché w sia chiusa, deve valere

g2xa+1+2xya—y_ o y 5 _da+y*+z 0 @

A ST, VO _ Y
oy T 4+ y@ Jy x°‘+y"‘+ or x4y~ or x® + yo

)



ovvero
%+ (a—Dy* (1 —a)z® +y*
(o +y*)2 (e 4ye)?
percio si dovra avere o = 2.

Quindi, per tale valore di «, w sara esatta in ogni sottoinsieme semplice-
mente aperto connesso del suo dominio R\ { (0,0) }, come ad esempio 'insieme
R\{ (.%',0), ‘ x € (—O0,0] }

Per trovare la primitiva di w, dato che = # 0 e

F
OF(z,y) = ey
Oy 2 + 32
si ha
F()/ Y +1)d /1 dy+ actay++()
T,y) = —_ = [ - = arctan = ).
Y R Y F @1 Y S tyte
Dato che
OF (z,y) Yy ' Y
= — P — 2
si ha

plr)=c = F(x7y):arctang+x2+y+c.
T

Imponendo la condizione data, si ottiene il valore da assegnare a c, ovvero

F(lLl)=c+n/d+2=n/4+2 =  F(z,y) = arctan > + 2% + .
X

La frontiera di D & costituita da quattro curve 7, .4, quindi una sua parametriz-
zazione (antioraria) puo essere data dalle funzioni

Al(t) :(_tv _t)a te [_\/57_\/5/2]7
A2(t) =(cost, —sint) te[—n/4,7/4],
As(t) =(t, _t)’ te [_\/57 _\/5/2]’
Ay (t) =(2cost,2sint) te[—n/4,7/4].

L’insieme D & contenuto in un insieme in cui w & esatta, quindi si pud dire
immediatamente che l'integrale lungo la sua frontiera e nullo. Infatti il calcolo

esplicito da
ol
T t t 3 2
/w:/ <_ 2+2t+ 2+1)dt_—_\f»
" 2 2t 2t 2 2

z
/ w :/ [—sint(sint + 2cost) — cost(cost + 1)]dt
Y2 -

[z

= — 2—E’

:[coth—Sint—t]f% 5



V2
t 2
/w:/ ( 5 T2t~ t2_1>dt:3_f7
LT e\ ot 2 2

T 1 1
/ w = [ZSint(zsintJrélcost)+2cost<costJrlﬂ dt
Y4 -

[4 cos t—|—251nt+t]? :2\/5—1—%,

fus
4

/éaDw;[ﬁwO.

Applicando le formule di Gauss-Green, dato che w & chiusa, si ha

0 x 0 Y
— [ = (——=+1)-= (- 20 || dedy = [ Odwdy =
/0D+w /D[@x<wg+y2+) 5@/( x2+y2+x)] S /Doxy 0

Poniamo ora v = 3 U y4. Avremo quindi

[\

da cui

3 V2 3
/w—/w+/ - SRS =S4V
3 Y4 2 2 2 2

Dato che w ¢ esatta, lo stesso risultato si avra con

/w _F (\/5\/5) _F <\f—\f>

2
:arctan1+2+\@farctan(—l)— +\[ 3.3

T
2 2 2 2°

|~



